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Θθμα 1 (α) Δtνoνται τα αx6λoυ0α υπoo0νoλα τoυ μετριχo0 xιbρoυ (]R',ρr),

A7 : {(*t,*t): max{lc1l,l"zl} < 1}

A2: {("',*")'ω|+"1<l}
A3 : {(*',r") i frz : λrι + c} (6πoυ λ,c δoΦ6ντeζ πραγματιxo{).

Nα βρεiτε πoια απ6 αυτ<i εiναι ανoιxτ&, πoια εiναι xλειoτιi, πoια ε[ναι oυμπαγri. (Διxαιoλoγlp
στε τιζ απαντl1oειq oαq).

(β) Θεωρo6με τo o0νoλo

a: {(1, L1' n,rn € Δ[}.rιm
Δε(ξτε 6τι τα oημε(α oυooιilρευoηζ τoυ Α ε[ναι τo oιiνoλo {(0, 0), (}, 0),eπ, (0, *)-eπ}.

(τ) (i).Eoτω /(r) :sir* με r € (0,1]. Δεtξτε 6τι γιαx&0ε 0 ζ ε ζ 1,

/((0, ε]) : [-1, 1].

(ii)' Aν A: {(ω,sin}) : r € (O,1]}, δεiξτε 6τι'A: ΑU{(0,y): y e [_1,1]}.

Θ6μα 2 (α) 'Eoτω (X, ρ) μετριx6q χ6ρoζ. oρ(ζoυμε d(*,a): min{ρ(ο, g), 1}. Δεtξτε
6τι:

(i) IΙ d ε[ναι μετριxr] oτoν Χ.
(ii) }Ι d ε[ναι ιooδ6ναμη με τη ρ.
(iii) Αν o (X,ρ) ε(ναι πλl;ρηe, τ6τε o (X,d) ε{ναι πλτ]ρηe.

(β) 'Eoτω (X' ρ) διαxωρioιμoq μετριx6g 1ιΔρoq.

(i) Αν xιir9ε r € X ε(ναι μεμoνωμ6νo, δεiξτε 6τι o X ε(ναι φι0μrjoιμog.
(ii) Αν o X ε[ναι υπερφιι}μrtoιμoq, δε[ξτε 6τι τo o6νoλo των oημε(ων oυoocδρευoη€

τoυ Χ, εlναι υπερφι0μrioιμo.

(γ) 'Eoτω (X, ρ) πλ{ρη< μετριx6q χιiρoq, ιiloτε x&Φε r € X e(ναι oημε[o oυooιbρευoη<

τoυ X. Δε(ξτε 6τι:

(i) o x ε[ναι υπερφιι}μηοιμoq.
(ii) Aν (V,),eπ φιΦμ{oιμη oιxoγ6νεια ανoιxτιbν xαι πυxνιΔν, δε[ξτε 6τι Π,6ryξ εiναι

υπερφι$μl1oιμo.

Θ6μα 3 (α) 'Eoτω f ' (X,ρ) -+ (Y,d) oυνιlpτηoη.

(i) ΔιΔoτε τoν oριoμ6 τηc oμoι6μoρφηc oυν61ειαζ τηζ Ι.
(ii) Αν / εlναι oμoι6μoρφα συνεχηζ, δε(ξτe 6τι αν (r,),Eμ ε(ναι αxoλoυι}tα Cauchy

oτoν Χ, τ6τε {/(c")}r6ry e{ναι αxoλoυΦ{α Cauchy oτoν }'.
(iii) Aν για xιiι}ε αxoλoυΦ(α Cauchy (r,),eπ oτoν X, η {l@λ}.eμ εiναι Cauchy

oτoν Y, δe[ξτε 6τι η / εiναι oυνε1τie.

(β)

(i) Eoτω (X, ρ) oυμπαγτic μετριx6g 1ιΔρoc xαι f , (X' ρ) -+ (Y,d) αυνεxti< oυνι1φτηoη.

Δεiξτε 6τι η f εiναι oμoι6μoρφα oυνε1rjc.

(ii) 'Eoτω / : [0, oo) -+ ]R' dτoι ιboτε Ιim,*- Ι(ω) :0' Δε(ξτε 6τt η f εiναι oμoι6-

μoρφα oυνε1τi<. αΛr\i[ι



Θθμα a (α)

(i) Διiloτe τoν oριoμ6 τoυ ε-δια1ωριoμ6νoυ υπooυν6λoυ εν6q μετριxoO 1ι1ρoυ (X' ρ).
(ii) Δε(ξτε 6τι αν o (X, ρ) eiναι oυμπαγric μετριx6g χcbρog, τ6τε x&ι9ε ε-δια1ωριoμdνo

υπoo0νoλo τoυ εiναι πεπεραoμ6νo'
(iii) Δεtξτε 6τι xιiΦε oυμπαγr]c μετριx6q 1<ilρo< ε[ναι δια1ωρ(oιμo<.

(β) Eoτω (X, ρ) μετριx6q xιilρog με την ιδι6τητα 6τι για xιiι}ε αxoλoυr9iα υπιlp1ει
oυγxλ[νoυoα υπαxoλoυΦ[α. Αν (Ι/")"eπ ε[ναι ανoιxτ6 xιiλυμμα Υια τoν X, δεiξτε 6τι υπιiφ1ει

πεπεραoμ6νo υπoxdλυμμα'
(γ) 'Eoτω (X, ρ) μετριx6q 1ιΔρoq, /,, / : X -+ ΙR..

(i) Διboτε τoν oριoμ6 τηc oμoι6μoρφη< oOγxλιoηζ τΙζ ("f")"er oτην / (Ι-= f).
(ii) Aν f"= f xαι (ωπ)nεπ αxoλoυι9(α oτoν X, δε(ξτε 6τι lf"@") _ /(r")| -+ 0.

(iii) Aν 1 (.f")"er ε[ναι αxoλoυι9{α oυνε1ιilν oυνφτr]oεων ωoτε fn 3 f xαι, trn -+ fr'

δε(ξτε 6τι f.(r.) -+ f(r).

Kαλτi Eπιτυxiα!


