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Πριiλογo;

Πρooπαθcbιταg να δcbοoυμε μια γενηΦ ιδεα για τo μαημα ηζ Διδακτικηg

ακεφτηκαιιε oτι θα ηταν ακoπιμo να παρoυσιασoυuε. εκτo: απo τo τ'εριε^1βuano τoυ βιβλtoυ,

και θvα μικρo δεiγμα ατro κα:ιoεq oη1ρoνε-c 6ρευνε-c η; ΔιδακπΦζ τωι'Mαθηματικcbν για

vα γiνει πιo συΤκεκριμεvo τo αντικεiμεvo με τo oπoio αoγ-otεπα'ι' και πcbc εξαγει τα

αυμπεραouατα ηg.

Η πριbη 6ρευνα αναφδρεται oη δυoκoλiα επi2ιυoτ'1; πρoBiηuατω\'η oπoiα εoτιαξεται

ση uεταβαoη απo ην αναπαραoτααη ση φυσικη γi"cbοoα στη\' α\'αjιαρασταση ση
αυμβoλικη γραφη Στo κεtuεvo αυτo παρoυαιαξorται τα απoτεijouατα εvoζ

ερωηματoλογtoυ τα oπoiα επrβεβακbνoυν αυη η δυc,-κoi"iα. Ση δευτερη ερευι,α

παρoυαιαξεται εvα iεκπκo πρoβ\μα, o^ηv εκφ<bηση τoυ oπoioυ δε αυναrταuε αριΘuoυ;.

To wδιαφ6ρoν σε αυη ην 6ρευνα εiναι oτι δεv εοτιd.(εται μoνο oτoι, αριθμo των oωατcbν

απαvΦoεων. αj'λα κα1 στoν τpolτo με τoν oπoio oι μαΘητθg παρoυαfαoαν τ1ζ λδοειq τoυc.

Tελo;. πρoοπαθεi να διboει και μια ερμηνεiα oτα φαινoμεvα τα o7toiα παραηρηθηκα\'. με η
βoηθεια αυνwτευξεων και μιαq εzcπoznαg παραηρησηζ ηζ τ&hg.

H διδαoκoυσα τoυ μαθηματog ηc Διδακτικηζ το)ν Mαθηματικων

Κ. ΠαυiοπΦλου



Ε\A BΑΣΙKo BHMΑ ΓΙA TΗN ΕΠΙΛYΣΗ ΠΡoBΛΙΙMΑToΣ:
rΙ METABΑΣrΙ AΠo TFΙ ΦYΣΙΚrΙ ΓΛΩΣΣA

ΣTΗ ΣYMBoΛΙΚrΙ ΓPΑΦtΙ

Eιoαγωμi

Η διαδικαο"iα επλυoηc μιαζ πρωτoβαθuιαg εξioωoη; η αvιoωηq 
- εiναι μια

_y'"oριθuΦ διαδικαoiα η oπoiα απoτε)εt μια επεcεpyαoια uεoα στo iδιo αιioτημα
αι'ωταριiοτασrlc το αυμβoλικo (η αυμβoi"Φζ γραφηζ) και oi.tιηθωc κατανo ειτατ γωρiq
δυοτ'co7jα απo τoυc μαθητεc. Αιτiθετα' η διαδικαοiα δημιoυργiαζ η; καταi'\iηg εξioωoηq η
oτoια θα oδηγηoει ση }ωoη εv6c πρoβξuατoq αυγi<ατα,iεγεται σε μια απo τι:7rιo δυακoiε-c
6ιαδικαα[ε; πoυ α\τιμετωπiζoυν oι μαθητε; oτo o1oiεio oι περιoooτερoι uαθητεq oη <θεα>

uια: εκφcbησηζ πρoβληuατοc αιoθανoιται φ6βo η αμη1αιια δηλιδνoιταζ τLζ πτo πoλ.λiq

φoρεζ: <Δεν'ξθρω vα }ωνω πρoβληματα.>. FΙ αμεαη αυνθπεια εiναι εiτε να μη διαβαζoυν ην
εKφ6ηση εiτε να ηι' διαβαξoυν ταxυτατα. Και oε περιlπωση ,τoυ καταrπαστoδv με τo
πooβλημα" mικειτρcbνο|'ται στoυξ αριθuοδc πoυ δiνoιπαι oε oυuβo).ικη /ρα('η μθoα oτην

a(φω\ησΤ| και πρooπαθoδι'. αυνδυαξoιτιi: τoυc ι1ε αυuβoi,.α βααι*cb.' πραξεων και
ειoαγoιτα: αυvηθωc αυΘαiρετα uια uεταβiηΦ x (η οπoια ιΙrτoρει l,α παριoταvει και δυo

διαιooρετικα αιτικεiμεvα ηζ acφcbιηαηq). να κατααιcευciooυr, uια εΞioωoη. Ιδιαiτερα, oταιl

oi-α. τα δεδοuεν'α η; εκφcbηoη; δoθoυι' απoιιrειoτικιi oε Φυσ1η γi<οooα η oταν, κα:τoια

αριθuητικα δεδoιιε,-α δεν' δiνoιται uε εμφα\η τρoπο οηι' ειιφωνηση. τoτε oι δυoκoλiεg των

μαθητωι' 1/1\,o\'ται ακoμα περιoοoτερεζ (βλ Παυiοπoυλoυ. Πατρcbη -c, 2OO2). AυΦ η
διαθεoη τωι' uαθητω\'η\' εΖoυμε συνα\τησε1 και σε α,dε: 6ρευνε9 και περιγραφεται με η
βoηθεια τoυ συνo;ττ1κoυ oρoυ <<number consideration Strategies> (βλ. Garofalo, 1988) πoυ

oτα εijηιτκα θα uπoρoδoαuε καπω; εlευθερα \'α τo uεταφρασoνψe <<κoiταζε τoυg αριθμoδg,

α.τrroi θα σoυ πoυ|| τι να καv-ειζΣ).

Κατα ην επiλυαη εv6; πρoβξματoζ. αυτo πoυ κLlρiωg ζητεiται ατιo τoυq μαΦητ6q

εiναι η πpσ:{ψατoπoηση ηg μεταβααηq απο μια crvαπαραo'ταoη oη φυoικη γλrοooα, oην
αιτioτoι1η αναπαραoταση στη oυμβoλικη γραφη Τo oταδιo αυτo δεv εiναι α?λo αfio τη

.(uεταΦραση)) τωv δooμεvων πληρoφoριων ηζ εΚφ6ηηζ oε αδμβoλα και μαθηματικθq

.^/'Ξ6ει. oι o7εoειq αυτεq Θαπpilεεl' να περιγραφoυ\,με ακρiβεια, αυνθπεια και π\ρoητα
ο7c τα oτoι7-εtα πoυ δiνoιται σην εκφ6ηη τoυ πρoβξματoζ. AυΦ η διαδικαoiα

;:-']ιoια]eι πd"λj.c ιδιαπερoητεg καθrbc βαζει οε mmοτoιxfα δυo γkboοεζ πoυ 61ρυν



διαφoρετικoυg καvoνεq αυνταξη; και διαφoρετικ€q δυνατ6ητε9 περιγραφηg των
ανπκειuθνω}' (βλ Δαγδιλiληq, Παυλoπoυλου, Tρtγτα, 1998 και Duι,ai. 1995) Η φυαικη
γλιbοoα διαΘετει μεγαλη πoικιλiα oυoιαoτικcbr,, εzπθθτων και ρηιιατωι,, με η βoηθεια των

oπoiωι' uπoρεi να περιyραψει με πoλλοδg διαφoρετιrcoιig τρoπoυq τo νoηuα μιαg φραoη6, η

oπoια ouω( να cnτιοτοι1pi οην iδια εκφρααr1 oη αυμβo}"Φ γραφη. A_c διbooυμε tvα πoλδ
α:τiΔ παραδειγμα: <Τo τριπiα.oιo εvo; αριθμoδ>. <Τo γινouενo εvo: αριΘμoδ με τo 3>>, <Eναg

αριΘιιο; πoλλαπ)'ααιαoμεvοq uε τo 3> oλεg oι παραπι1cvω φραoει; αιτιoτoιyρδν oτην tδια
εκιoραη γραμμaη oη αυuβoi,ικη γραφη: <<3x >;'

Σηι'παραγραφo 5.7 τoυ βιβλioυ <Διδακτικη: tν1εθoδoι κ. Εφαρuoγε:> των B.
Δαγδuεiη. Κ. Παυλoπoυλoυ, Π Τρiγα- Ι998, τεpιyραφoυμε αvαlωπκα η δυoκoijα ηζ
uεταβαoηq απo η φυσικη γλrbooα oη oυμβoλιΦ γραφη και ειδικoτερα τo ιιαwoμενο ηζ μη
ει'νοιd.οyικηζ συναφειαs. ΕδCb θα πρoοΘεooυμε μια ακoμα ιδιαιτερoητα ση μεταβαoη απo

τ'n φυαικη γki:οoα oη oυuβoλικη γραφη. μια uικρη αi"αη σ7η|' αναιΓαραmαοη oτt1 φυoικη

,i-cbooα uπoρεi να (nηιστοιγεi oε uια πd"i"η cημα:πικη αl').α1η oτι7 oυμβο)'ικη yραιoη. Γτα
παραδειγ|ια.

κατα 3

ι

.i,
3

Πρoοθετoιτα: tvα μovo γραμμα, τo oπoio μπoρεi vα μην παραηρηθεi καθoλου α:τo μια
βιαoτικη αναγνωoη τoυ κειμθvoυ, πρoκιizcτει η <oραοη:

2) Τo πενταπi.α.αιo εvoc αριθμoυ αυξημ6νoυ κατα 3.

\-/\4
5 (x-3)

tηι' πρδη πρoταoη υπαpγει πρoφαvcb; εννoιolογικη αυναφεια μεταξ; των δυo

crν'απαρασταoεωr'_ ει'(b ση δευτερη δπ' υπαρ1ει λoγω αντιoτρoφηζ τoυ αι.τικειuθvoυ

αναιooραc oι uαθητε; δη7'αδη θεωρoυν η ^εh 
<αριΘμo;> ωc αιτικεiμεvo αναφoραζ ηζ

iεζη-c πει"tαιτ^laoιo αrτi τoυ <αριθμoδ αυφμεvoυ κατα 3, (βλ. Δηδr€7ιτ1q, Παυλοπoιiλου,

Τρiγγα, 1998)

Τo πει'ταπLααιo εvoc α



To ερωτηματoΜγιo

Για να μπoρεooυuε vα ε7Γισημανoυμε τιc δυακoλiεζ ηζ μεταβααηg απo η μiα
αr'απαρcio'ταση σην α,ι^λη και ειδικ6τερα ηζ μη εwoιoiωγικr1q αυvαφειαζ, κατασKευαoαμε

ε1/α ερωηματoΜγιo τo oπoio περtιεμβανε:

Α) Eρωηuατα oπoυ ηταν δooμθvε; αναπαραoταοειg oε αυμβoλικη γραφη και

ζηΦθηκε η αιτiοτoιxη αναπαραο"ταση σε φυσιη γλrbooα.

B) Ερωηματα oπoυ δ6Θηκαν crvαπαραστtioει; oε φυσιΦ γkbooα καf ζηηθηκε η

α',τioτoι1η αναπαραoταση σε oυμβoλικη γραφη, δη},αδη η αιτιoτρoφη διαδικαα[α απo ην
τρoηγoυιιaη. Σε αυd ην oμtiδα ερωηματωι, αυμπερt.ιιiβαμε και πρoταoειg πoυ εi1αμε

aξαγει απo εκφωνηoει; προβiηβtiτωι,. δηλαδη η μεταβ,.ηη x δεν' α\,τιστoι/ρυοε oε εvα

τυ/αio αριθuo. α;"λα oηι'ηλικiα εvοc ανΘρci:πoυ η σε ε\'α /pηuατ1κo πooo. κ.α.

AπoτεΜοματα ερωτη ματoiωγioιl

Τo ερωηuατoλογιo μoιραoτηκε oε 57 μαθητε; η; Α' γυuνααioυ και 61 μαθητεq ηq
B' yrι,"ooioυ Τα αsτoτελioψατα θα παρoυσ1αστoυ\, σε τρει: oιιαδε:.

A) Το περαouα απo η αυuβoλικη γραΦη oη ιoυαικη γkbooα.

Πiναlcα; Ι: Απo τη oυuβο)'ικη γρα('η ση ('υσιΙ(η /.cbooα

'υμβoi-ικη
γραφη

Φυoικη γi.ιυooα iTιiξη Α'
I

Τιiξη B'

)x To ;-'εlτιτ.,.ασιo a'oζ αριθuoυ 11 93or'o 1000^

5x-3 Τo :-ειταv'αoιo a'o; αριθuoυ uειωμει'o κcrcα 3. 63γo i20Λ

5(x-3 I To πεrτοοιj"ασιo η; δια<oορξ τoυ 3 α:τo a,αι

αριθμo

32o/o 6Lo

iab Τo τριru"ααιo τoυ μvoμa,oυ δυo αριθμιitι, l6Yo 11oλ

jιa+b) Τo τριτi"αoιo τoυ αθρoioματξ δω αριθμιbι'. 39γo 6Ιo/"

3a+b Τo αθρoιouα τoυ τριπi"ιiαιoυ εν'og αριΘμoυ κοα

a,o: αiioυ.

110/+L /O 67oΛ



9-

Δια^,,ραuμα' ]: Απο η oυμβd.ικi yραφi στη (rυσικη f.ωooα-

Παραηρoδμε oτι oι απλiζ αυμβo}"ικεc εκφραoει: uε αριθuoυ;. αυuβoi'ε βααικcbν

πραξεων και uια μoνo uεταβηΦ (5x, 5x-3) μετατρεπoνται ε7aτυχω: απo oλου; o7εδoν τoυc

uαθητεg oην αwioτoιχη αναπαραοταoη oη ιoυαικη γλιboοα.

oι δυακoλiεg αυξανoυν oταν εuφαν'iξorται παρεvθεoει; ση αυμβoλιη a<φραoη. oι
uαθητεg εvιb β,ιεπoυν τιζ παρενθtoει -c δει' τι: ειoαil6υγ ).ειτικα oτηι' αντioτoι/!| ανα'ταραοταoτl

oτη rιυoικη f"ωooα. με απoτελεσμα oι εκφραoει; 5x-3 και 5(x-3) να αvτιστoιyρδν, αυμφωνα

uε τιζ απαντηoειg των uαθητιbν, oην iδια Lεκτικη αναπαραoταoη Τo iδιo παραηρεiται και

oτι; εκφραοειc 3a+b και 3(a-tb) oπoυ υπαρ1ρυν δυo uεταβ\τθ-c

T€λοg,'oτo τθταρτο ερcbημα (3ab) oι μαθητεq δiνowαq εμφαoη oην δπαρξη η;
δευτερηg μεταβξηg ξεy'voυν να περιγραψoυν η σχεση πoυ τ1ζ αυνδεεη δη}αδη τo γινoμεvo

τoυc. Η αυιηθεoτερη i'ανθαoμεvη απαvηoη εiναι <<Τo τριπλααιo δrio αριθμιbν>.



Πiι'αlcα; 2: Απo τη tιυoικη yλcbooα ατr7 oυμβd.ιη yραlρi

1 Φυοικη γλιδooα Συμβoλικη

γραφη

Tιiξη A' Tιiξη B'

Τo τeτρcε-,J.ααιo εν,οg φιθμoυ ω-tgηβ,oυ κατα 5 4(x+5) t6% 39olλ

Το εrπωιi"ασιo του αθροiαμαroc εvog αριθuoυ μ
τo -i

7(x+5) 63σr'o 699o

iΟx-3 89% 9',7oλ

Τo αθροιoμα τoυ διτ].αα[oυ εν'og αριθuoδ μ τo 9 2x+9 53ozo 579',o

Τo διπλαoιo τoυ αθρoioματoq εvog αριθμoυ uε τo

1 εiι,cα ioo ιιε 18.

2(x-ii=i3 5loto i o79(,

Ι o τριπl-ααιο ει,oζ αριθμoδ ιειωμΞl,oυ κmα 5

εir'αι ioo μ τo αθρoισuα τoυ διπλαoi.oυ τoυ

αυξημ6γo κmα 9.

εiι'cu- ιrεyα}*rερo η ioo αuιο τoι, αριθμo αιπo

uειrυuει'o κατα 1.

31r-51=2γ*9

4(x*3)>x-1

2-7Ψo

i !o
L Ι /ο 2696

B) To αιτioτρoφo περασμα: απo τη φυσικη γλri:ooα oτη συμβoλιΦ γραφη

Δια^7ραuuα 2: Απo η φυσικη ),)'cbooα. oτr1 oυμβo).ικη yραφη.

Τo ερcbημα με τo υ\ηλoτερo πoσoστo ε7nτυχιαζ εiναι τo τρiτo, δηλαδη η εκφρααη

<Τo δεκαπλαo-ιo εvoq αριθμoυ αυξημεvo κατα 3>. Σε αυη ηv περιπτωση παραηρoυμε 6τι

υτr'αρy!ι ε\νoιo},ογικη συναφεια μεταΦ των δδo αναπαρασταoεων oπωg φαiνεται παρακατω:

B

Α



<Τo δεκαπ2ιααιo εvo

10x

oυ αυ κατα 3>
I

I

I

!/
3

AιτiΘετα, orην' περi:πωση τoυ επoμεvoυ ερωηματo:

αριθμoυ uε τo 9>, δεv υπαρxετ εννoιoλoγικη αυναφεια'

ακoλουΘoυv ηι'iδια oειρα και στιζ δυo αvαπαραoταoει:.

<<Τo αθρoισLια τoυ διπl,αoioυ εvo;

αφoυ oι μoι,αδε': πiηρoιooρiαc δεv

H υπαρqη τoυ φαινouεVου ηξ uη g\νoιoλογΦζ αι.lιlαφεια; οδηγει σε ιι1α σημcΛτικη πτιbαη

τω\' τoσoστιbι, επιτυμα q κατα 40oλ|

Παραηρoδμε επiαηg μεγαλη διαφoρα στα πoσoστα ετιτυμα; uετα}: τωι' δδο πρωτωι,

ερωηuατων αυd; ηq oμαδαq. Η δυακo7jα oφεi}εται κι εδω οτo γεγoνo; oπ oι δδo

αναπαρασταoειc δει' εiναι εwoιoλoγικα αυναφεiq iογω α'ι,τιατρoφηc τoυ α\τικειuεvoυ

αναφoραg. oπωc αναλ;ι'lσαμε σην παραγραφo 5.7 τoυ βιβλioυ.

Στα τρiα τε}ευταiα ερωτηuατα ειoιiγεται και η iεκτικη αναπαραoτα,αr1 τωι,αυμβokυι,
( : και 2 > yρρiζ oμωq να δημιoυργηΘεi επιπρooθεη δυακoλiα στoυC μαΦτξ Η υπαρφ η

μη εwoιoλογΦg αυναφειαg εivαι πoυ διαμoρφcbνει τα πoσooτα επιπ.lxiαg. Ιδιαiτερα μεγαirτl

πτιiloη των πoσoστ6ν ετατυμαζ παραηρεiται oτo πpoτε}ευταio ερci:ημα (εzcιτι-lxiα: 50λ yτα

ην A' ταξη και 23oλ ytα η B' ταζη) oπoυ και oι δυo φραoειg πoυ αυνδεovται με η ox6oη

τnc ιο'oηταζ παρoυσιαζoυν μη εwoιoλογιΦ αυναφεια uε τη αιτioτoι/βζ αν,απαραoταoει;

oη αυμβoλΦ γραφη



Γ) oταν η μεταβ\η παριoτανει 6να αιlμ<εκριμfvo cπτικεtμεvo

Πiνrxκα; 3: Απδ'τι rιυoικη yλcbooα oτr7 oυμβoλιη yραloi.

Φυoικιi γλlbccα Συμβoλικη

γραφη

Tιiξη Α' Τιiξη B'

Γcυνiε;. Τo d,θφιoματoυ

τρurλααιoυ μιαg γωι'iα-c και τoυ

διπi'ααιoυ μιη αλiηg εiι'cn

μικρmερo απo τo δuv"αoιo τoυ

αθρoioματq η_c πμi'η_c μ 30.

3x+2v<2(x+3Ο) 11oλ 3jYo

ΙJ)-ικiεc] . Τo αθρoιοuα τωι'ηλικιωr'

δυo αδεiωιb'ι, εiι,ατ 2i .

a+b:2'Ι 460λ 7zYo

t'Ιλικiε -:2. Αι' δuv"ααιιiooυμε η\'
ηi"ικiα τoυ uικρoτερoυ. τo

αθφιoι,g 1ρι'ηr"ιιιι!:l,' τoυq θα

εiνcπ 38.

2a+b=38 .i 10, a^o/+L/ο \ /\'/6
l

i

I

I

'{ρηuαταΙ . Aι' o Γιιi:ρyog διboa

oτoι'Κιbοτα t00 δρ7".. θα 67ρυι'τo

iδιo πooo /pηuατωι'κca oι δυo.

g-10Ο=kτi00 oo. - aro
- L /O

λ'ρηuατα2. Αι' o Kcboταc διboει o'τo

Γιιilρvo 100δρ1.. o Γκbρyog Θα 67pι

δι:τ;.ιiαια /9ηψατσ' απο τoι' Κιboτα

g+Ι0F2("k-i00) 09o oo,-



Σπg ει<φωvηoεη πoν oγ-εnξo\ηαι με τιζ ηλικiεg παραηρoυντα1 τα υγηi,οτερα
πoooοτα ετcττυγαc- και κυρiωg oτo δευτερo ερδημα oπoυ δεv εμφαιτΙεται παρεν'Θεoη και
υπαργ9ι ειι,oιο λογικη αυναφεια μεταφ τω\, αναπαραoτα<lεων.

Σηι'πρrbη εΚφ6ηση (γωviε-.) δεv υπαρxει εννoιoλoγικη αυvαφεια παρα uoι.ο c,το

πρωτo μελοi ηζ σχεσηζ διoπ oι uoναδε; πληρoφoρiαζ δεν ακoλ,oυθoι1ν ην iδια oεφα.
9τι< δυo τελευταiεg εκφωιτ1oειq εixαμε τα 7ρuηλoτερα πoσooτα ετπτιηr_ια: Στo

πρoβlημα <Χρηuατα1>> το πρrbτo μελοs η-c o1εoη; uπoρoυο'ε να πρoκυψει αιιεoα α;δ ηι
εKφcδηση οη φυαικη γλιbooα:

<<Αι,o Γιιilργoc δcboει i00 δρ1.>llΙ
I\, li\yν

g 1Ο0

Για ην καταακευη oμωζ τoυ δευτερoυ μελoυg ηq ιoοηταq δεν δiνεται αναl"υnκα ozηι
εκιocbνηoη η αντiοτoιxη iεκτιη αvαπαραοταση για να γiνει η uεταβαη απo τo uαθηη. o
iδιo; o μαηΦ; πρεπετ να καvει τo εvδιαμεoo βημα }εγοιτα; oτ1 (o Κιboταq oην τελικη

φαoη θα ε7ρι 100 δρx. περιoooτερεq απo αυτεg πoυ εqε πρoηγoυμ6vωg>. Σε αυη ην
περιττωη_ η uεταβξη k εvω εχε1 oριστεi ωc τα χpηματα πoυ εi1ε σ Kcboταg ση\, αρχιl
(πριν η αυναλiιαη) τιc πιο πoλι€c φoρεζ καταξγει να εκφραζει τα-L1cηματα πoυ εqε o
Kcδoταg ueτi απo η αυr,αl'λαyη, φτtiνoνταg εται o^ην εξioωση: g-lOQ:k. Παρoμoεg εiναι
και o1δυακoλiεc και τα iιαΘη oην τεiευταiα εκφcbrηoη.

Τελο-c, παραηρηoαμε oπ πo}"tοi μαΘητ6q δεv δεκριναν τ1ζ δδο μεταβλητεg, δηiιαδη

χOησιμoπoττ1oαν τo iδιo yραuuα. yια να oυuβd"iooυν δυo διαφoρετικα ωπικεiμενα η:
εκφcbηoη -:. Eτoι η απα\'Γηη πoυ δoθηκε απo τoυg uαθητεg περι)'αμβαvε μoνo uια αντι δυo

μεταβλητεc.

lΟ



Συμπεριiοματα

Τα απoτεiεσματα τoυ ερωηι1ατoλoγioυ φαvεριbνoυν ηv ιδιαiτερη δυακoλiα ηg
μεταβαoηg απo fvα κεiμεvo γραuuwo oη φυoικη γλri:οoα πρoC ην ωrτιoτoιxη μαθηματικη

εκφραση, δivoιπα-c εμφααη κυρiω; στα παρακατω οτoιxεiα:

1) Απi€; εκφριioειc uε αριθuoυ;. αυμβoi'π. βααικcbν' πραξεων, μια μεταβλητη καr

yρ ρiq παρεvΘεoει; δ εv δη uιoυ ργoυι, ιδιαiτερ ε : δυ α<oi"iε;.

2) Η εμφαντοη παρει,θεoεων αυΞαι'ει η δυoi.<oλια η: uεταβαοηg

3) oταν η εKφ6ηση περιiα.μβανει ατoι1εiα πoυ oδηγoυν ση χρηη δδo μεταβ\τcbν,
πoλλoi uαθητθg δυακoλευolται να τι: διακριr/oυ\' με απoτεrεoιια η αwioτoιxη αυμβoλικη

εκφρααη να περιλαμβανει μια uεταβ?ηη

4) oται'η αvαπαρασταση στη φυσικη γr,ωooα και η αιτιoτoι1Jl αναπαραoτααr1 οη
αυμβoλικη γραφη δεν' παρoυαια(oυι, ειι'oιorω7ικη συ\,αΦεια τα πooooτα εlτττυμαq

uειι.bνoνταt οη uαlτικα.

oι παραπανω παραηρηoειq μα; δiνoυι, αρκετoδ: πρoβiηματιoμoυg ωg πρoζ ην
ιδιαiτερη oημαoiα πoυ 1,1οειαζεται vα δrbοoυμε oτo πιb: <1τiΙoυμε> ηι, εκφδηση εV6ζ

πρoβξuατo; καθιb; επi.oη: κα1 ω: πρo; η\'oργα\'ωση uια: συστηματικη; διδαoκαλiαg ηc
μεταβαoη; αναπαρασταoεων απo η φυσιΦ oη αυμβoλικη viιbooα.
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oΙΚEΙoΠoΙ}tΣΗ ΣYMBOΛΙΚΩN MoPΦΩΙγ MEΣΑ AΠo EliΑ
ΛEΚTΙΚo ΠΡoBΛΗMΑ

Ειoαγωμi

Eνα iιεκτικo μαθηματικο πρoβ\uα πoυ πρoταΘηκε σε μια πoλυπoλιπσμιΦ ταqη A
,^rυuναα[oυ (παιδια 12-113 ετcbν), oδηγηοε τoυζ uαθητεg σε ι1ια πoικιλiα- αυμβoλικcbι,

εκφρασεων των λ;i.loεων ΠoλΜ; απο τιg αυμβoλικε-: μoρΦεζ πoυ χDησιμoπoiηoαν τα παιδιιi

παρoυαιαζoυν μια 1αρακηριoτικη oμoιoητα με αριθμητικα μoνcbιυμα και πoλυωιυuα. Τo

πρoβ}ημα εiναι τo ακ6λoυθo.

Ι'Ιια δαoκαl"α εlταιζε το παρακατω παιv-iδι μe τoυζ uαθτpεg τηg: Καθε uαθrρη: θα.

αλ;'ζε 6ι'α κmoατΦικo ηζ δαoκαl.α; με uικρoτερα κερμωα" χωρiζ να' 7ρηoιuoπoιεi
καθd"oυ κiρuατα η -Ξ μιξ δρoyμη;. Πooα παιδια. θα uπoρoilσαν να παiζoυτ' αυτo το

παιviδι' αι, καθε παιδi θα" εzτρεzτε νo' clt)'αζει τo κmooταριΙζo τrιζ δαoκαl-α; uε

διαφορετικo τρoπo αιτo τα υπo)"oιπα παιδια;

Τo πρoβ}ημα αυτo Θεωρεiται oικεio ωζ πρoζ τo dιαtαιo τoυ κoινωvικoυ περιβαλ2ωvτo;

των παιδιcbν.-αλiια μη πρακτ1κoυ 1αρακηρα. Δεv εiναι ωo'τooo oικεio ,g rrρog τo πλαiαιo η:
σ/ρi"ιηζ πρακπκηg ηq ταξτtg τoυζ κα1' επULλioν, για να δoθεi η τελικη απαvηoη

x.ρειαΙoιται πoλi€c επιμερoυg λυoειg. Πρoτεiνoνταg λοπoν oτα παιδια εvα τετoιo πρoβλημq

δεν' εiναι δυνατo να περιμεvει κανεtg πoλυ εvπ-lπωαιακα απoτελΞoματα απo μαηματικη:

πlευραg. Θα πptlcει' μαλλoν να αρκεστεi oην ιtπoμoνετικη παραηρηoη οτραηγικcb\' και

τρoπωv ετcφρααηζ πoυ φαινoμενικα δa, διαφερoυν απo κoινoτoπ[εζ, πρoκειμθvoυ να τoυ

γiνoυι' oταδιακα φανερ6-c καπoεc καινoυργεζ, η μεχρ1 τcbρα παραγνωρισuεvεg, παραμετρoι

ηg παιδικηg <uαθηματιΦ-c, δραoηριoηταg (uεoα και εξω αzo τo oyρiεio). Aυτεg oι

παραμετρoι εiναι πoυ κLlρiωζ μαζ εvδιαφερoυι' εδδ. σε σ/Ξση με τo ρ6λο ηg αr.lμβo},ικηg

<γλοlooαq> oτα Mαθηματικα, και udλιoτα οε παιδια πoυ μπoρεi να uην θ7,oυν τα E},^ληιηκα

ω'c μητρικη γλxbooα.
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Συi^λομi εμιπειρικcδν δεδoμiνων

Τo πρoβλημα, με εκφωηo'η ακριβrbg oπωg διατυπιbθηκε παραπαvω, δoθηκε oε oλουg

(oυνoλικα 69) τoυq μαθητ69 ηζ A' τd,Φlg εVoζ γυμνααioυ τoυ (B-CΙTY), απωg Θα

oνοuαξoυuε στo εξτtζ ην ειδικη περτoγ\ ηg AΘηναζ πoυ επτλiξαμε γ1α ην θρalνα.

Eπτ)€ξαμε η'u,πεoιo1η αυη 6μ εξαιτiα; καπoιαq σχετ1κη: φημηg ηζ- αλλff. εξαιτiαq ηg

eιδικηq -και σ/ετικα oταθερηζ απo 1.1ooνια- πoλιτιouικηζ ηζ αυνθεoηq. Τo πρoβλημα

uoiραoαv (οe ειδικo oτεiεyρg) oτα παιδια oι καθηγητθc πoυ δiδαoκαι, cια τtιπε τuηματα η-c

τααq. yρpiζ η διΦ ιια; παρoυσια και 1ωρi; καμiα διευκρiι'ιαr1. oδτε για τo πρoβημα, oδτε

71α τoυζ ειδικoτερoυq λoγουq ηg 6ρευvαq. o τooπoq ωτoc η5 <παρoυoiαστ1ζ) τoυ

τρoβληματoζ ειχε καπoεg αυνεπεεg. οπω-c θα δoυμε ταρακατω.

Mε oκoπo να ανιxvευσoυμε κιiπoεq ιδιαiτερεq αυηθεεq και oταoειζ των μαθητcbν

απεvαντι oε τετoιoυ εiδoυc πρoβiηματα. περιnαβαμε στo oτεiεyρg πoυ ugφασαuε και ην

εριbηoη: <Σε γδιαφερει αυτo τo πρofl'ημα α:τo εκeiτ'α. πoυ λδu-ετe oυνηθω;-oτo o7o).εio;>.

'\'oτερα απo η αυγκ6ι'τρωση και μια τρωη αναlυαη των γραπτcbv. επισ<εφθηκαμε τo

oxολεio για μια ετιτoπια παρατηρηση ηζ ταqη-c (πoυ ηταν ηδη η B' Γυuναoioυ).

Παραηρηoαuε τα ιιαθηuατα τωι' Mαθηuατικcδν και των }jεων Ελ\vικιbν και zηραμε

ετnτoπoυ αυνaτευξει; απo ouαδε; μαθητωι'κα1 απo τρει: καθηητεζ ηζ ταgηg

Απo τα 69 γpαπτα των uαθητcbν τoυ B-cΙΤY υπαρyρυι' 13 7ρρig καμiα λ;ι.lη και 11 με

uια εμφαvη παρανoηoη ηζ εκφ6ιησηζ τoυ πρoβληματoζ. tΙ ερωηαη: <Πoοα παιδιd. θα

μπoρoυoαv να παiξoυν αυτo τo παιμ,riδι" αν καθε παιδi Θα iπpεnε να α}.λαξει τo κατooταρικo

ηg δαακαλαq με διαφoρετικ6 τρoπo αιτo τα υπ6λοιπα παιδια;>, εiναι κdπωg zωκvα

διατυπωμειη και εiναι Φκoλο να παρερμηνευτεi απo τα παιδια. Διαβαζoιταq καvεiq βιαoτικα

αυη ην ερ6ηη και μη δiνorπαq oημαoiα oε oριoμθνεq λiξειg μπoρεi να νoμioει 6τι τo

κατooτιiρικo ηg δαακαλαq δεv τo αi\"λαζει 6να παιδi καΘε φoρα, αλiα περιoo6τερα, και

uα.r.ιoτα καθεvα παιδi oυνειoφερει εξiooυ! Eται η φραση <<πooα παιδια θα μπoρoυσcrv να
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παiξoυν αυτo τo παι1viδυ> ερμηvευεται ωg ταυτo11ooη συμμετo1η τωι, παιδιωι, σε εv-α

διαφoρετικo παιμ,r[δ1 πoυ oι;v[οταται σην απλη uoιρααια (διαiρεση) εvo; κατooταρικoυ σε

iοα uερiδια. oι απαvΦσειζ πoυ φαiνowαι παρακατω ανταπoκρiνowαι ακρτβcδ; oε μια τετoια

ερμηνεiα (και αλλεg τt,ι":,ε αzεαvηoει-c διαιo6ρoυν εΜμacα απo αυτεq).

<Mπoρεi vα δ 'ο:ο'ει καθε ποαδi απ6 εvα:τειηιταρικo>. βo3]
<Θα 6.διvα απ6 50 δρx.> βo62]
<<2 πcoδια απo 5Ο δρ7".> βo58]
<Θα εποα(αι, 5 πcιδια Καθε πcnδi 20 δρy.'> ΓNo55]

<Mπoρoυoαι' οrvεrαvα διbooιn' 5 ποoδια απο 6γα 20. Eτiηc 2 πcnδια απo 6να 5Ο.> βo56]
<Mε 1Ο δρ7. 10 ποαδιtb> ΓNo57]

Yπαρ1εr, oμωζ, στα 13 παιδια πoυ δεv θδωοαv καuiα λυαιi και oτα 1i με ην πτo παvω

παροrvoηση ηζ εκφrbνηαη-c τoυ πρoβξματo-c (δηλ^αδη σε α5νoλο 24 μαθητcbν) μια

εκπληκτικη oμoιoγεVεια, oσo αφoρα τιg απαιlησειζ στην ερ6ησΙ]: <<Σε τι διαφ6ρει αυτo τo

πρoβλημα απo εκεiνα πoυ λυνετε συηθωζ oτo o1ρ)ιεio:>. Σην ερ6ηση αυτη, μoνo 6να απo

ταπαpαιeανω 24 παιEτα αιταtταει:

<<ΤΙταν' πιo δtjoκoiω και π1o ωραio. Δει,τo 6}"υoα μcιτi δεν' μπ6ρεoα.>>.

Τα υπoλoιπα 23 παιδια δiνoυν α:rαvΦoει-c πoυ δεv διαφιiρoυv oυσιαστικd απo ττqπαρακατω.

<To πρoβ)"ημα δεv μ:ιoρoriμενατo }"υοoυμματi €1a'}"oγακm 6μ αριθμΦg.>.

<Eiγαι θεωρηπκο κca δει, 6xa φιθμοξ. Eivcε εκτξ προryματικαηταg [cπ' αυα;επoτεi μ αιrα] πoυ

κιtvoυιε oτο ox-o?εio. >>

Απανηoει-c oπωg oι τε)ευταiεg εiναι γvωoτ6g 67η βιβλιoγραφiα, δπoυ 61oυν περιγραφεi με η

βoηθεια τoυ αρκετα επιτιlxημεvoυ συνoππκoυ oρoυ <<number consideration strategies) (βλ.

σ/"ετ. [1], [2]). Α?ar, μια τετoια περιγραφη εiναι ιrαiiον πoλυ γεvιιq και αφηνει crvoιrro τo

ζηημα τηq ερμηνεiα9 ηζ αιryικεκριμεvηζ σι)μπεριφoραζ _μιαζ πlπικηq συι^ιrιεριφoραq πoυ

μπoρεi vα δ1ει διαφoρετικεζ αιτiεζ καΘε φoρα πoυ εκφρζεται α7ιo τα παιδια.

Τα εμπεφικα μαζ δεδoμ6να παρoυαιαζoυν στo σημεio αυτo, μια ιδιoμoρφiα πoυ ioωg

δεv εiναι τυχαω' oη αυwρlπτικη τoυq πiειoΨηφiα (22 oτoυq 24) oι μαθητεq πoυ δεv 6δωoαν
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καμια /ωση η παραvoηοαν ην εκφιbηση τoυ πρoβξματog cnηκoυν oε θvα και μovo τμημα

απo τα πΛrτε ηζ A' ταξη; τoυ γυμναoioυ τoυ B-cΙΤY. Στo τμηuα αυτo (πoυ oτo εξηg θα

αναφερεται ωζ (fu>) φαiνεται oπ επτκραησε μια αρητιΦ πρoθετικoητα απtvαrrτι oτo

αυμπιριμεvo πρoβ\μα και ην ερευvα μαζ εν γtvει. Η oμoιoγεvεια των ,Eιo παιlω

απαvΦoεων ειτoπiζεται εδcb, επoμεvωg, oκ' αJL^^.υ' στrι μoρφη τoυq, αλiα κυρiωg oτην

ιδιouoρφη σχεση πoυ φαiνεται να υπαpypl' αναμεoα στoν τρσπo πoυ δoθηκε τo πρoβ)"ημα

aηl'ταζη, στη μoρφη τoυ πρoβ)'ηuατoζ, Και oττ1 μoρφη τωι, αlcαyΦoεων' και των )'δoεων (oταν

υταρy_oυν)

H παρακατω αυι'θvτευiη, πoυ Φραμε κατα ην επioτιεγη uα-. στo oxoλεio τoυ B-CΙΤY.

απo ηι, A και τoν B (τoιγγαvo), uαθητεc τoυ τuηuατo; Α*.. <oωτ(ει μερικ69 zττυγtq τη5

παραπανω ιδιoμoρφηq σχεσηζ και δεiyvει τo εiδoc η: παραι'oηση; η; εκφcbιηoηg:

E 1aρa;ιηηgl: Γραvατε. παιδια oπ τo πρoβ)ημα δa' ιΙnορoυσατa ι'α το )-δoετε <<γα-1 ξρτ).v1α κω' oγ
αριθμoυc,. Τι ειι'ooδoατε.

.1. Αuα εi7ε φιθuoδ; θα μξ <ραι.oται.ε rao aυκoiο

β. Αuα uαc εδanε πooα πcαδιd ητcn'ε. τoτε θα uτoooδoαuε r'α πoυιε [π.z-.] οn_-]ηται ,.' πειτε πcaδιι
καθeι'α Θα Ξδιιε crτo ει,α aκooαoικo.

ΕPE\}ΙΗTI{Σ:'oτcn,o καθηπΦ.;6α! ε&ooε το πββi'ηuι π oι_ecrηκατε:

A. Ηται'επoi-υ ... α;θooμητo.

EΡΕ\l.ΙΗΤ}Ι:: Δηi.αδη :

Α: Πoαπuιiιυ ι'α uε πooετοιuα&υι,ε τ{xiπα

EPE\}ΙΗTI{Σ: A' αι:το τo πρoβiημα τo ε$iaτε; σε ε\.'α πφιoδικo. θα ηται' διαφoρεπκα

A. Κυρε_ cn' ητcι' oε περιoδικο. θα το πcaρι,αuε oτiτι uα3 θα τo διαβζαμε ...

B: Nαι. μcrri ιlται πoυ Μθηκε oa ει'α διωrtbιιoucι δa' a7α;r- 1:6ι'o l,α τo oκε<ατoδμ ...Εqαι'ε τρακ ...

EPΕYΝΗT}ΙΣ. Τo εiδατε_ λοιπoι'. oαι.a'α διοryιbιιouα

B (1αuoγεi"ιbι'τη): }icα.

[oι υzτα1ραμuioεξ δικ6g uαg].

Απo τιc απανdoειg ηζ A βγαiνει oπ και η μoρφη τoυ πρoβληματoζ, α?ι1α (κυρfωg) o τρoπog

πoυ δoθηκε. φαηκε ανoiκειoq στα παιδια τoυ Αο Δεv μπoρεi ξαφvικα καπoιog

('oπoιooδηπoτε) να ζηταει αzιo τα παιδια να ατανΦσoυν σε ο,τδηπoτε, "ιωρiζ vα εiναι

πρoιδεαομεvα για τo ζηημα αυτ6. o B εiναι ακoμα πτo διαφωτιoτικoq, ξεκαΘαρiζoνταζ τo

πω; εiδε το oλo εγχεiρημα. αi.iα, και πcbg εi6λαβε τo ξητoυμεvo τoυ σιrrκεκριμwoυ

ι5



πρoβξματoq. πρoκειται να μοιραoτεi εvα κατoοταρικo οε μρiδια τoοα ooα τα παιδια πoυ

παiΙoυι'τo παιμ,riδι αρα o αριθuog τoυg εiναι απαραiτητo να δoθεζ πρoκειuε,_oυ να βρεθεi τo

κερuα ηζ συνεισφoραg καθε παιδιoυ ωq zηλiκο ηg διαiρεαηg.

Απo τα 11 παιδια πoυ παρανoηoωv ηr,εκφιi:ηοη, μoνo θνα δεv ει^1ε τα Εijηιτκα ω:

μητριη τoυ γλrbooα και αvηκε oην ΑθιγγαvιΦ γλrοoαιrcr1 μειoνoτητα. Στo αυνoλικo μα;

δεiγuα (69 παιδια) υΦρxαv 12 παιδτα πoυ αvηκαv oε γλιοοαικεg μειoν6ητεζ και oλοι oι

υπoλοιπoι εiy.αν ωg μητριΦ γλrbooα τα Eλληνικα. Δεv μπoρoriμε λοπoν vα ισχι)ριστoυμε oπ

τo συiκεκριμεvo 7εκτικo πρoβ\μα δημιoυρησε_ στην περtπτωξ μαg, ιδιαiτερεg δυoκoλiεg

oε παιδια πoυ δεv i:79υν τα Eλληw<α ωg μητρικη τoυg γ?ubooα'

Πριioληψη και αιlμβoλιομι6; των <<δομικcΙrν μovι1δων)> τoυ πρoβξματog

Τα κερuατα πoυ μπoρεi να χ]ησιμoπoιηθoυν ση\l αii^αγη

(δiφραγιo. τdηρo, δεκαρικo, εικooαρικo και πεyη\ηαρικo) πρoo2'αμβαvoνται απo τα παιδια

ω: <δoμικθ; μoναδεφ τoυ πρoβξματoζ. Πoλλα παιδια ε:nνooυν διαφoρoυq τρoπoυq για να

αυuβoλiooυ\' τιζ δouικεg μoναδε-c (2, 5. ]'0- 20, 50), κατιi η διαρκεια επiλυoηq τoυ

πρoβληματog. ιbοτε να l-ζ ξεxωρiζoυν απo τoυζ αριθuητικoυg αuπελεοτ6c πoυ

πρooδιoρiζoυν τo πξθoq των χ)ησιμoπoιoυμεvων δoμικrilν μoναδων.

Δoμικεq μoνιiδεg οε ιοlκλο ri oε π},,αioιo: o αυμβoλιoμog αυτoq εtναι o 7no συηθισμ6γo;

και παραηρεiται aε26 uαθητθg (π.1. Νo13, No44).

Χρriαη παρενΘioεων: Δδo μoνo φoρθg αυναιταμε αυτo τoν αυμβoλιoμo (π.1. Noa6).

115ΛΦi_ 8β+ιιθ=loo
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Εκθετικι| μoρφli: Eiναι ιδιαiτερα εvδιαφθρoν να αι1μειcbooυμε η /rηση <δυναμεωv) για η

διακριoη των δoμικcbν μoναδων. oι δoμικ€q μoναδεg (κθρματα) εμφαviζoνται ωζ <εκΘετεg>

και ση Θεαη ηζ nβααηζ, εiναι o αριθμoq εκεiνog πoυ πρooδιoρiξει τo πξΘog των δoμικci:ν

uoι'ιiδωι'. oπω-c ο αριθμητικog αυντελεoτηg oε εvα μoνcbwμo.

r αiΦ
?Φd : Φo
tt1*-bo
\a.t :νi !:οΞ0:
up
q1oι2't ]'ο:{J

5:oi 1Φ|:r: 
"

' ,,o. 1]aΦ

Νo-10. Ξεκι'αa 7pηoιuoπoιιilιταg παρaΦ6oεη κcα

oη αυνεyρα τα κθρμοrια (δoμικ6-c μovαδεg) παiρvoυι'

η μoρφη εκθετωr'.

Νo_11: α αυ'ιτεlεαrξ εμφαvζorτca σε
uικooτερo GγεΘo; crιo τκ δouικ6g μoναδη.

Διαφoριi μεy6Θoυ;: oι δouικεg μoναδε-c ε/ρυν μικρoτερo uεγεθo; ατo τoυ'c αυιτελεοτεζ η τo

αντioτρoφo (π.1 No41).

t πoικιλiα των oυμβoi-ικιilν μoρφιilν

oι εκφραοειζ των λr-loεων πoυ δoθηκαν απο τoυ: μαΘητεc ηται' πoλr-lμορφεg Aρμκα

θα uπoρo0oαν να διαxωριoτoυν oε δυo βαoικε; καηγoρiεζ ωζ πρoζ τoν τρoπo 6κφραoηq' τo

?ιεκτικ6 τp6πo 6κφρααι1; (παρακατω αναιoερouεvo uε <V>>) και τo αιlμβoλrκ6 τpoπo

iκφρααr1; ((Sr). o λεκτικo; τροπo; εκφρααη'c αιooρα uια i'εr<τικη περιγραφη ηq λυoηg πoυ

πρoτεiνεται Ση σιrrι(εκριμε\η ερευνα αυτog o τρoπog εμφαviζεται μoνo στoυζ μαθητ6q πoυ

παρανoηoαι'ην εκφcbιηoη (oπωq εiδαμε πιo πανω)'

o αυμβoλικog τρoπo; εκφρασrιζ αιoορα η χρηη μαθηματικων αυμβ6λων (πραξεων,

αριθucbν, ιοoηταg) κατα η διαδικααiα λδoη; τoυ πρoβ}ηuατoζ. Eiναι αξιoαημεtωτo oτι η

πiειoιmφiα των μαθητcbν (a8l69) /pησιμoπoiηoε <o0'γεβρικεg παραoταoειφ ((Σ>) για να

αναλυοει τo κατooταρικo σε μικρoτερα κ6ρματα- M6νo δυo μαθητθg ανdλυoαv τo

κατooταρικo παραθετo\ταζ η μια ψτα ην αλ?'η αυμβoλικεq μορφεζ ((Γbr- (π.1- Νo44,

\oil)

11



'* λ-r5!'βρ=
:*;-'Ξ@6frλ"
,* '66rΞ:ι=i.fifrπa';,*

;-{:ΕqglffiE
l". s'. Jn 

'ιtr"ξ 
rλ<sr,*is;bsιl|/r1*i\Ξba

Νo44: Aθφιoτιη παραθεoη χωρξ τo
αυμβoi.ο η; τφoθεαηζ (<ΠαΘρ>). Παραηρor1ι,ε oπ
καθε tερμα εiναι μoα oε πj"αioιo. oημιιbvoιταg κca
ηl'εν&ιφ <δρrr.r. ει,ιb τo Φμfu)ο ηq πρoοθεαηg
€ypι ταρα.ιειφΘei.

€J,5f ΘιΞaΞ,
''. ζ-:.

ε sa ε.e| ζea--
'1 io>, 16. ε:.,

sj s (a ,.Ξ:.
6) z-c6 - Ψ
ι) Lo<@
q\ a- ΞtL) --g:1; tGΞ- z@.:ιiΞ-, s e,.] Θ,'Φ .,7e ',;:-1Φ- ξ' -a'-_Ξ

No12 (Ai"βαvog): Aρμκd. διαφiι'a τι;
δoμικεq μovαδεg ταπoθετιbντη τεc πιiγω-πu,ξ'ω μioα
oε κυκrω κc ση αυνιi7ρα τρo7'rιψαει ο-η ],"rtoη τoυ
τρoβiηιιατq. o τροπoq θκ<oραoηg τoυ εivca
παραθεαη <μoι,ωιυμω'ι,> (<Ππoi;>).

Για μια 1ταρατερα ταξινouηαη των αυuβoλικcbν,

τoυc μαθητtq^ πρoτεiνoυιιε στo επouεvo διαγραuuα.

μoρφων πoυ /.ρησιμoπoηθηκαν απo

Σαθρ ΣαΘp/α'ιq Σπd" Σπo}Jαtj" L-ιεo}- Σμαι,

V : iεκτικog τρ6πo9.
S : αιlμβoi"ικog τρoπoq.
Σ : αλγεβριrc; ταραoταoεη.
Π . παρdθεοη αυμβoi"ικιbr' μoριotilι'.
ΣαΘρ . απλα αριθuηπκα αθροioματα oε oρι(oι"aα uoρoη.
Σπρ : αιnδυαoμο_c αi;yεβρικιil"* πραξεων.
ΣαΘρ/Φ:γ : αθρoιoη κατακoρtψα (d"γoριθμικη διαδικαotα πρooθεoηg).
Σπoλ : αριθμητικα <πoλυιbrn"lμοo>, με τξ δoμιlcε; μoι'αδεg τ"o'tι.ατj-αcιζ6μεvζ εrιi φιΘμητικoξ
αυι,rεiεo'τξ.
Σπo}Jαtj": αριθuηπκα <πoλιxbιruμω>. οιiλα με δoμικζ μoναδεg διαrρoφπξ crιo τα δooμθγα κ6ρμετα
Σ--αoL : αριΘμηπκd <πo}ω<bιυμcυ) με τξ δooμiιε-c δoμικξ μovdδεg οτα oπoiα 6uω-c δει, 6xa γiιει
ωyαγαηrη των oμoi.ωι'(μovω\,ι)μω\D) και 7tεριεχoυι'επwα7ηψεξ ηζ δια6 δoμιηg μovαδη.
Σμoι' : ιεuovωμ^fη 7pηαη <μoνω\rυιlω\η).
ΠαΘρ : παραΘεoη rcερμcπων yρρcτo ουμfuiω τηq πβoΘεoη_c.
Ππoλ . ι,-αδα <uoνωνυμωιυ> (oμ διατετοryμειη).

Εκ<oραoa;

-/\
./\

V

Π

/\
/\

Παθρ ΓIπoi"Σπρ
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oι μιooi. περiπου μαθητεg (32169) θδωoαν λr.loειg <πoiιυcbvυμω) χDησιμoπoιcbwαg ωg

δoιιικε: uoναδε; τα δooμθνα πΛ,'cε κερματα ('2' 5, 1Ο, 20. 50). πoλλαπiιααιαoμεvεζ με

αριθuητικoδg αυwε,ιεaιtg. Υπαρχρυν γρα7rτα με μεγαiιτ1 αυνθπεια, oπoυ oλεg oι απαντηoειq

ακolωυθoυν αυτo τoν τρozτn εκφρααηζ (π.x. Νoa3), και αλiα με μικρoτερη αυν6πεια ωζ πρoζ

τoι'ακoλουθoυμεvo αυuβoλιoμο. Mερικoi uαθητθq. παρααυρouεvoι απo τo oτo1o τoυζ να

<ιoτιiοoυυ> τoν αριθμ6 i00 (κατooταρικo) με διαφoρετικoυ< αυνδυαoμoδq κερματων,

vραφoυν παλι ποiωωιrυuικεg μoρφ69, αλλα χ)ησιμoπoιιilιτα; διαφoρετικεg δoμικεq μoναδεg

οι oπoiεc δa' αvτιο'τoιxoυν σε υπαρκτα κ6ρματα (<Σπo7ι/αl"}>). Mερικθq φoρεζ, ακoμα κι

αυτεζ oι αιυπαρκτεc δoμικ6q μoναδεg αυμβoλiζoνται κ.lειομενεg μ6oα oε κδκλο (π.x. No6).

Σε αλ)ια γραιττα συνανταuε εκφριioει-c oι oπoiεq θ7ρυι' πorωωνυμικη μoρφη, α}Jε oτιg

oπoiεc δa' θ1ει γivει η <αναγωγη των oμoiων ορων> και ετoμθνω: υπαρ1oυv επαναξψειζ ηζ
iδιαc δoμικη: uoναδαq (<Σ^οroλ>) (π.x. No5)'

Φ''' ΦΘ
rool' i 'v e

cc';'' lο Φ

ιoo'Φ' 9 Φ
,-.,,!. i c

!οo 
'Fι 

' ,{Δυ' ιΘ

,o! i*' 3 Θ) '?<otoo;α'ilgι|a
loο;r'6ο '2ΦιΦ;:)6rriΞ;.ζ..'5Θr'o"'
*oφ'':"Φt1Θ+aΘ
ιoo5!.'.1'ιEΦrlo
,Φto,- ιoc+qo
ω'F' Φ raΘ
@c&Ι.,}r5Θ
_*--- *_iΞ j-: l rs)

Νo-13: σ δouικξ μσvαδζ εivcn βoα oε κδdο κcα

ποij"ωv"ααιασμl;νξ με αριθηπκor1-c αtlιτεiεoτε;
(ποl"υωιυuικr1 μoρΦη) oλε; oι πρoτεινoμrει'εg iοoa;
ακολoυΘoυι' αιlτη η μoρ<on 6κφPαo1;.

Νo17: oρiζa πyιlτα πζ δoμικξ μovαδeg κα1 στη
αυι€7-aα πρσ/ρρdει oτη' επiλυοη /"ωρξ να $αLρ τα
κερuατα (δoμικε; μoναδεq) ιεoα σε κδκiο.
ypηoιμoπoιιbrτξ oμιlζ ην πo}"υωr,υμικη uoρφη
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Σπαvια ακoμη διακρiνoυμε η μεμovωμε"η xρηαη <μoνωvδμων> μεοα oε θvα αδνoλο

διαφoρετικcbν τυπων εκιoραoεωv (<Σμoυ)

Νo14: Η πρoπτ1 6κφρααη εlvcα μια φμαvωuilη
7pηoη uoνωιδμοr,. (<Σμow)

Kdπωq αυyvoτερog τρoπoc εκφρααη; (9 στoυc 69) εiναι τα αJLλ.o" αριθuητικα

αθρoiouατα oε oριζοντια μoρφη (<ΣαΘρ>). Σ' αυτoι' τo\' τρoπo εκφραηζ τα παιδια δει'

αυηθiξoυι' να <<κυκ,ubvoυν)) τιg δoμικεζ μoναδεζ. αφoδ oυαιαoτικα oλoι oι αριθμoi πoυ

χ)ησιι1oπoιoυν αι,τιoτoι/ρυ\' σε κερuατα. Aντiθετα απo τι: πoiωωιzυιrrκεq μoρφεg, δει'

υπαρ7ρυν αριθuητικoi αυιτελεoτθq ο' αυτεq τιζ εκφρασειζ.

Τρειg μoνo φoρ6ζ εμφανiζεται η κατακoρυφη αθρoιαη. δη?'αδη η α),:yoριθμικη

διαδικαoiα ηζ πρoσθεoηc (<Σαθρ/αλ,γ>) Kαι oι τρειg αυτθq περιπτcbοειg εiναι περUττ6σειζ

μαθητcilι, πoυ 61ρυv παρανoηoει ην εκφιb\ηση

\;,νo 50
-50

-1qο-

'7'Γ'
2a

ao
, jri

----^Γ€

Νo 52: Κατακoριxρη αΘρoιoη (α"γoριθuικη διαδικαoiα η; πβoΘεoη;)

Tελog, σε μερικα "γpαιcτα αυναιταμε συνδυασμoυq αl;yεβρικιbν πραξεων (<Σπρ>) με

σκoπo να <φταooυυ) τo κατoσταρικo ηζ δαακαrα.q η και iδoειg πoικil,oμoρφεζ, oι oπoiεζ

πoλ"λεζ φoρ6ζ διακρiνoιται απo μικρη αυνεπεια oτo αυμβoλιoμo πoυ ακoλουθεiται αλ.λα και

απo μια εκπl';τ1κτικη δη μιoυηrικoητα.
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Νo 1 (Τ αι"rvαι,α) : Συr'δυαouoi α.l'γεβρικb\' πρα ξεω\'
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Νo26: Συνδυαoμoi αi"γεβρικbl, πρffεσ\' (or_ι

παpε\,θ6σεξ).
Νol1 @ωoooπoιτιoq): Ma1α.lη πoικU.ια
αυμβoi"ικ<bι' μoρΦ6\' σro iδιo πcεδi.
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Συνoπτικoc π[νακα'c των τρoπων π<φρααηg των λljoεων

Συζ{τηαη και κdπoια αιtμzrεριiaματα

Τo iδιo πρoβλημα δoθηκε oε πo}iΞ: ταξει; παιδιcbν ηg tδια; ηλικiα;. οε

τεριOερειακα και κεντρικα διαμερiοuατα ηζ Αθηναq και σε αijεg π6}ειq. Παρorο

τoυ η σχετικη αναrωαr1 δεν' 2ΤFι ακoμα oλοκ\ρωθε! τα απoτελεoματα στo

συη(eκριμa,ο oχo7εiο του B-CΙΤΥ εμιoανiζoυ\l, συΤKρtτ1κα, μια uεγα^}ωτερη επ"ιμo\η

oη αυuβoi'ικη (αr,τi γ1α η iεκπκη) εκφραoη των lωoεων και 6να μεγαlα:τερo

πi,ουτo απο oυuβοi,ικε; uoρφε-c. Απo πoυ ερy.oνται αυτεξ oι μoρφεg και πωg τα παιδια

τιc oικειoπoιoδνται. Και γιατi η <υπερo1η)). στoν τouεα αυτο. των γραΣτ6ν αJιο η\'

πεolo^/Λ πoυ uεiεπ1σαLιε. Θα 7ρειαοτεi ποiδ περιοοoτερη και πιo αυoηματικη

παραΦρηα^t ταξεωι,για να δoθεi uια ικcrvoπoητικη απανηoτi ο' αυτf τα ερωτηματα

Εδ6 θα περιoριoτoδμε σε μια πρωη ερLηνεiα. με βα"η τα δεδoμ6να πoυ

αrrγκεντρωοαuε απδ ηι, παραηρηση τoυ uαθηματo; τωι Mαθηματικiilν oτα iδια

παιδια (μαθητε;. π)"€oν. ηζ B'ταη!) και απo τl'c συνδ'τευξειq με τoυζ καθηγητε;

τoυ'c. Ση uiα απo τι; ταξειg πoυ παραηρηoαuε (πριbην fu), o καθηγηηg τωr'

MαΘηματικδν. διδαoκo\rταζ αυvαρπ1oει;. 6δινε εμφαση oην α}1νεβρικη μoρφη τoυq.

Ιi.4Θ.:'oτοn,κoιταιε η μoρΦη η; αι-lναρτηη; [γραφει στo\'7iι\'ακα: i': a ''] κcο θ7-a a.θ6η

1_ τoτε jτα.ριστα\.ε1 ευθeiα (..-) Mιαα,,jη μoρoξ εiι'cn η }'= α x - β Π.i: [γραl,lει στo\'7a\'ακα: }

=2x-11

Ση συ\'εχεια. κατιi η σ/Ξδiαση η; γραolλn; nαρασταση; η; τεiευταiα;

ουναρηοη;. ρωηoαuε τoυζ μαθητε; γιατi η ^/ραφικη παρααταoη (ευθεiα) αυη δε\'

περναει απo ην αρ1η των αξoνων. και η Δ απαντηoε" πρoζ μεγαiιτ1 δυoφoρiα τoυ

καθηγηη η;:

Ξ-d-



Α: <Γιατi δiνει μovoδg αριθμoξ> (εwαbιταq τov nrεo 
-ν- 

= 2 x + l).

'e yρριclη συvεvτευΦl και o αλλoζ μαηματικog (καtηγηΦq ηq ταζηq για δευτερη

αυνεμ'1 7'ρoνια), βεβαiωoε oπ o'ην Α' Γυμνααioυ oι καθηγητεg επ6μεvαν oη

<oωοτη> (oριζoιτια) γραφη τωv αριθμητικιbν παραoταoεων, πρoκειμivoυ να

αι,rιμετωπfσoυν (γ\,,ωοτα πρoβξματα πoυ πpot'ρxoτται απo τo Δηuoτικo>. Ακoμη,

απo ην παραηρηoη τoυ μαθηuατoζ των Ν. Eλληrικιbν και η αυνειτευζη με η

φιλoλογo ηζ τaξηζ, δεv μαq φαηκε να εypυν τα παιδια ιδιαiτερo πρoβ}ημα oην

πρoφoρικη ε:πκoινωv[α (oτα εiληνικα) -και oταr' ακoιιη επρoκειτo για oy"ετικα

<<lεπτα>> νoηιιατα- εvω αν'τiθετα υπηpxε πρoβ\μα oπ't γραπη διατιlπωη *oι η,,

oρθoγραφiα.

Συνδυαξoιπαζ τα καπωc αrτoσπασμαπκα αυτα δεδoμεvα" μπoρoυμε,

πoλr.l επ'ιφυλακπκα- να συι17ιερανoυμε oτι κατα ενα μεγαrω μερoζ τoυi'αμαroν, oι

"γpαzcτtc. αυuβoλικθq μoρφεζ πoυ χρησιμoπoιoδν oι uαθητε: τoυ oxoλεioυ αυτoδ

πpo€pyριται απo η διδαακαλiα- oι μαΘητε; εyρυν. ιiuεoα η εuμεoα εzηρεαoτεi απο

τoυc καΘηητε; τoυg _αλλ.α μαλλον oμ ακριβωg oπω; θα τo εznδiωκαv εκεiνoι. Τα

παιδια εxoυν oικειoπoηθεi κtiπoιεg αυμβoλικ6'c μoρφεζ με ποικiλουg τρoπoυg, πoυ

τoυζ χ)ησιμoπoιoυν με μικρη η μεγαiη αυvθπεια. και πoυ iοωg τoυg γiνoιται

κ)ειτoυργικoδ> εξαιτiαζ και ηζ φανερηg δυoκoλiαg πoυ εyρυν oη γρα:εη θκφρααη

oτα ελληνικα (εiτε αvηκoυν o'ε γi"crloαικη uειovoητα επε oμ). Eτο"ι κατα θvα

παραδoξo τρoπo, η αυμβoi"ιη γλιbooα των' Mαθηματικcbν Lpγματ εδcb ωq αρωγog

ηζ εκφραση: κα1 ηζ (αυθoρμηη;) oργανωoηζ ηc επlκoινωviαq, αj\.}n oμ γιατ[ τo

επιδiωξε πoτε ακριβιb-c αυτo η διδαακαλiα oην ταξn.
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