
ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΒΕΒΛΗΜΕΝΗΣ ΚΛΙΣΗΣ ΚΑΙ FRANK-WOLFE 
____________ 

 
Έστω  µια συνάρτηση και  ένα κυρτό κλειστό σύνολο. 
Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα ελαχιστοποίησης µε περιορισµό (χωρίς 
δεσµεύσεις)  

1( )nf C∈ nU ⊂

(1) Να βρεθεί x U∈  τέτοιο ώστε  ( ) min ( )
x U

f x f
∈

x= . 

Από το γνωστό θεώρηµα, αν το x  είναι λύση του προβλήµατος (1), τότε ικανοποιεί 
την αναγκαία συνθήκη  
(2) ( )( ) 0f x y x∇ − ≥ ,   για κάθε y U∈ . 
Έστω 0γ > , , και ( )  µία ακολουθία στο . Οι µέθοδοι 
προβεβληµένης κλίσης και Frank-Wolfe, µε βέλτιστο βήµα, ή µε βήµα Armijo, 
είναι επαναληπτικές µέθοδοι καθόδου οι οποίες βρίσκουν στο όριο σηµεία 

, (0,1)b c∈ ks (0,1]

x  που 
ικανοποιούν τη συνθήκη (2). Περιγράφονται από τον ακόλουθο αλγόριθµο. 
 
Αλγόριθµος 2 
Βήµα 1. Θέτουµε  και επιλέγουµε ένα αρχικό : 0k = 0x U∈ . 
Βήµα 2. Βρίσκουµε ένα σηµείο κατεύθυνσης  (δηλ. µια κατεύθυνση ) µε  
έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους: 

ky ky x− k

(ΠΚ) Μέθοδος Προβεβληµένης Κλίσης: Βρίσκουµε ky U∈  τέτοιο ώστε 

(3) 2 2

2 2
: ( )( ) min[ ( )( ) ]

2 2k k k k k k k ky U kf x y x y x f x y x y xγ γζ
∈

= ∇ − + − = ∇ − + − , 

[Το  είναι η προβολή του διανύσµατος ky : (1/ ) (k k kz x f x )γ= − ∇  πάνω στο U .] 
(FW) Μέθοδος Frank-Wolfe: Βρίσκουµε ένα ky U∈  τέτοιο ώστε 
(4) ( )( ) min ( )( )k k k k ky U

f x y x f x y x
∈

∇ − = ∇ − . 

Και στις δύο περιπτώσεις, θέτουµε : ( )(k k k )kf x y xδ = ∇ − .  
Βήµα 3. Αν 0kδ = , σταµατάµε. Αλλιώς, πηγαίνουµε στο Βήµα 4. 
Βήµα 4. Βρίσκουµε ένα βήµα kα  µε έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους: 
(α) Βέλτιστο Βήµα: Βρίσκουµε ένα [0,1]kα ∈  τέτοιο ώστε 
 

[0,1]
( ( )) ( ) min[ ( ( )) ( )]k k k k k k k k kf x y x f x f x y x f x

α
α α

∈
+ − − = + − − . 

(β) Bήµα Armijo: Αρχικά θέτουµε : ksα = . Αν το α  δεν ικανοποιεί την ανισότητα 
 ( ( )) ( )k k k k kf x y x f x bα α δ+ − − ≤ , 
θέτουµε επαναληπτικά : cα α=  και επιλέγουµε για kα  το πρώτο α  που την 
ικανοποιεί. Αν την ικανοποιεί, θέτουµε επαναληπτικά : / cα α=  και επιλέγουµε για 

kα  το τελευταίο (0,1]α ∈  (ώστε να ισχύει 1kx U+ ∈  στο Βήµα 4)  που την ικανοποιεί. 
Βήµα 5. Θέτουµε 1 : ( )kk k k kx x y xα+ = + − : 1k k, , και πηγαίνουµε στο Βήµα 2. = +
 
Θεώρηµα 2. Στη µέθοδο προβεβληµένης κλίσης, υποθέτουµε ότι το σύνολο 
 0: { ( ) ( )}S x U f x f x= ∈ ≤  
είναι συµπαγές, και στη µέθοδο Frank-Wolfe ότι το  είναι συµπαγές. Αν ο 
αλγόριθµος σταµατά για κάποιο , τότε 0

U
k kδ =  και το : kx x=  ικανοποιεί τη συνθήκη 

(2). Αλλιώς, η ακολουθία ( )kx  που κατασκευάζει ο Αλγόριθµος 2 είναι άπειρη, κάθε 
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όριο x  συγκλίνουσας υπακολουθίας της ( )kx  ικανοποιεί τη συνθήκη (2), και 0kδ →  
(και 0kζ →  στη µέθοδο ΠΚ), για ολόκληρες τις ακολουθίες. 
Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα επαγωγικά ότι, εφόσον 0kδ ≠ , η ακολουθία ( )kx  
είναι καλά ορισµένη, ότι kx S∈  για κάθε , και ότι η ακολουθία k ( ( ))kf x  είναι 
φθίνουσα. Έχουµε 0x S∈ . Ας υποθέσουµε ότι kx S∈  και 0kδ ≠ . 
(ΠΚ) Εύκολα βλέπουµε (“συµπληρώνοντας το τετράγωνο”) ότι η ελαχιστοποίηση (3) 
ισοδυναµεί µε την ελαχιστοποίηση ως προς  του τετράγωνου νόρµας (άρα και της 
νόρµας) 

y

 2

2
[ (1/ ) ( )]k ky x f xγ− − ∇  

στο κυρτό κλειστό σύνολο U , δηλ. το  είναι η µοναδική προβολή του διανύσµατος ky
 : (1/ ) (k k kz x f x )γ= − ∇  
πάνω στο U , και γράφουµε . k Uy P z= k

(FW) Η ελαχιστοποίηση (4) µιας γραµµικής, άρα συνεχούς, συνάρτησης πάνω στο 
συµπαγές (από την υπόθεση) σύνολο U  έχει τουλάχιστο µια λύση . ky
Παρατηρώντας πρώτα ότι 0kδ ≤  και στις δύο περιπτώσεις (ΠΚ), (FW), δείχνουµε, 
παρόµοια µε το Θεώρηµα 1, ότι το βήµα kα  και το 1kx +  υπάρχουν και στις δύο 
περιπτώσεις 4α και 4β.  Επιπλέον, τα βήµατα 4α, 4β και 5 δείχνουν ότι σε όλες τις 
περιπτώσεις ιχύει , και άρα 1( ) ( )k kf x f x+ − ≤ 0 1kx S+ ∈ . Συνεπώς, kx S∈  για κάθε , 
και η ακολουθία (

k
( ))kf x  είναι πάντα φθίνουσα. 

Αν ο αλγόριθµος σταµατά για κάποιο , τότε 0k kδ =  (και 0kζ =  στη µέθοδο ΠΚ, 
αφού k kδ ζ≤ ). Θέτουµε : kx x= . 
(ΠΚ) Έχουµε εδώ 
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2

1( )( ) 0kf x y x y x ζ
γ

∇ − + − ≥ = ,   για κάθε y U∈ . 

Αντικαθιστώντας το  µε y ( )x y xθ+ − , διαιρώντας µε (0,1]θ ∈ , και παίρνοντας το 
όριο όταν 0θ → , βρίσκουµε 
 ( )( ) 0f x y x∇ − ≥ ,   για κάθε y U∈ . 
(FW) Έχουµε εδώ 
 ( )( ) 0kf x y x δ∇ − ≥ = ,   για κάθε y U∈ . 
Αν τώρα ότι η ακολουθία ( )kx  είναι άπειρη, θα δείξουµε ότι τότε : 0kδ δ→ = .  
(ΠΚ) Επειδή το  είναι συµπαγές και S kx S∈  για κάθε , υπάρχει υπακολουθία 

 που συγκλίνει σε κάποιο 
k

( )k k Kx ∈ x S∈ . Επειδή , ισχύει 1( nf C∈ )
 : (1/ ) ( ) : (1/ ) (k k kz x f x z x f x )γ γ= − ∇ → = − ∇ ,   όταν , . k →∞ k K∈
Επειδή , από τη συνέχεια του τελεστή προβολής  έχουµε k Uy P z= k UP ky y→ , 

, όπου k K∈ Uy P z= . Έχουµε προφανώς 0k kδ ζ≤ ≤ , άρα 

 2 2

2 2
: ( )( ) : ( )( )

2 2k k k k k kf x y x y x f x y x y x 0γ γζ ζ= ∇ − + − → =∇ − + − ≤ , 

 : ( )( ) : ( )( )k k k kf x y x f x y x 0δ δ ζ= ∇ − → =∇ − ≤ ≤ . 
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(FW) Επειδή εδώ το  είναι συµπαγές και U kx U∈  για κάθε , υπάρχουν 
υπακολουθίες ,  που συγκλίνουν σε κάποια 

k
( )k k Kx ∈ ( )k k Ky ∈ ,x y U∈ , αντίστοιχα. 

Έχουµε 0kδ ≤ , άρα 
 : ( )( ) : ( )( )k k k kf x y x f x y x 0δ δ ζ= ∇ − → =∇ − ≤ ≤ . 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι 0δ < . Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής και αφού , 
έχουµε 

(0,1)b∈

 ( ( )) ( ) ( ( )) (T
k k k k k k k k )kf x y x f x f x y x y xαα α µ+ − − = ∇ + − −     ( (0, )αµ α∈ ) 

 [ ( ) ] [( ) ' ] ( )T
k k kf x y xα α bα ε ε α δ η= ∇ + − + = + ≤α δ    και   kbα δ≤ , 

για [0, ']α α∈  και , για κάποια 'k k≥ ', 'kα , όπου 0kαε → , ' 0kε → , 0kαη → , όταν 
, , και . k →∞ k K∈ 0α +→

Και στις δύο περιπτώσεις (ΠΚ), (FW), καταλήγουµε έτσι σε άτοπο όπως στο 
Θεώρηµα 1, και άρα 0kδ δ→ = , για ολόκληρη η ακολουθία. Στην περίπτωση (ΠΚ), 
έχουµε επιπλέον 0kζ ζ→ = , αφού 0k kδ ζ≤ ≤ . 
Στην περίπτωση (ΠΚ), έστω τυχόν y U∈ . Από το Βήµα 2(ΠΚ), έχουµε 

 2

2
( )( )

2k k kf x y x y x k
γ ζ∇ − + − ≥ , 

και παίρνοντας το όριο όταν , k →∞ k K∈ , βρίσκουµε 

 2

2
( )( ) 0

2
f x y x y xγ

∇ − + − ≥ ,   για κάθε y U∈ . 

Συµπεραίνουµε όπως πιο πάνω, µε το θ -επιχείρηµα, ότι 
 ( )( ) 0f x y x∇ − ≥ ,   για κάθε y U∈ . 
Στην περίπτωση (FW), έστω τυχόν y U∈ . Από το Βήµα 2(FW), έχουµε 
 ( )( )k kf x y x kδ∇ − ≥ , 
και παίρνοντας το όριο όταν , k →∞ k K∈ , βρίσκουµε 
 ( )( ) 0f x y x∇ − ≥ ,   για κάθε y U∈ . 
 
Σχόλια 
1. Αν η f  είναι επιπλέον κυρτή, τότε η παραπάνω µέθοδοι υπολογίζουν σηµεία 
ολικού ελαχίστου, και αν είναι αυστηρά κυρτή, τότε υπολογίζουν το µοναδικό σηµείο 
ελαχίστου, οπότε ολόκληρη η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει σε αυτό το σηµείο. 
2. Η µέθοδος προβεβληµένης κλίσης είναι συνήθως πολύ ταχύτερη από τη µέθοδο 
Frank-Wolfe. 
3. Οι παραπάνω µέθοδοι εφαρµόζονται όταν το σύνολο  είναι απλής γεωµετρικής 
µορφής, π.χ. υπερκύβος, µπάλα κλπ. (βλ. Παραδείγµατα). 

U

 
Παραδείγµατα. 
Έστω τα σύνολα  και 2

1 : [ 1,1]U = − 2
2 2

: { 1}U x x= ∈ ≤ . Εφαρµόζουµε το Βήµα 2 

για τις δύο παραπάνω µεθόδους για την εύρεση του σηµείου κατεύθυνσης , 
και για τα δύο αυτά σύνολα περιορισµών. 

: ky y=
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Μέθοδος Προβεβληµένης Κλίσης:   :y = προβολή του  : ( )z x f x / γ= −∇  στο U : 
 
          (1,1) 
 
      y            z              y      z 
                0 
          x   ( )f x−∇              
                   x    ( )f x−∇
                                           U            U   1 2

 
αν 1

: 1 αν 1
1 αν 1

i i

i i

i

z z
y z

z

⎧ ≤
⎪

= >⎨
⎪− <⎩ −

    
2

2
2

αν 1
:

αν 1

z z
y z z

z

⎧ ≤
⎪= ⎨ >⎪
⎩

 

 
Μέθοδος Frank-Wolfe 
 
      (1,1) 
       y                   y
                 
          

              0 
  x    ( )f x−∇             ( )f x−∇  
                x 
  (-1,-1)      U        1 2U

 
1 αν ( ) 0

:
1 αν ( ) 0

i
i

i

f x
y

f x
−∇ ≥⎧

= ⎨− −∇ <⎩
   

2

( ):
( )
f xy

f x
−∇

=
∇

 

_____________________ 
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