
ΜΙΚΤΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΚΛΙΣΗΣ-ΠΟΙΝΩΝ 
____________ 

 
Έστω συναρτήσεις , 1( )n

if C∈ 0,...,i m= , και  ένα κυρτό κλειστό σύνολο.  nU ⊂
Θέτοντας  
 : { ( ) 0, 1,..., , ( ) 0, 1,..., }i iW x U f x i l f x i l m= ∈ ≤ = = = + , 
θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα ελαχιστοποίησης µε περιορισµό και δεσµεύσεις 
(1) Να βρεθεί x W∈  τέτοιο ώστε  ( ) min ( )

x W
f x f

∈
x= . 

Ένα σηµείο x W∈  καλείται αποδεκτό. Από το Θεώρηµα Kuhn-Tucker-Lagrange (K-
T-L), αν το x  είναι λύση του προβλήµατος (1), τότε υπάρχουν πολλαπλασιαστές iλ , 
όχι όλοι µηδέν, µε 0iλ ≥ , , τέτοιοι ώστε 0,...,i l=

(2) 
0

( )( ) 0
m

i i
i

f x y xλ
=

∇ −∑ ≥ ,   για κάθε y U∈ , 

(3) ( ) 0i if xλ = ,   . 1,...,i l=

Έστω 0γ > , , (0,1)b c∈ ,  µία ακολουθία στο , ( )ks (0,1] ( )j
iM , , θετικές 

αύξουσες ακολουθίες που τείνουν στο 
1,...,i = l

+∞ , και ( )jβ  µια θετική φθίνουσα ακολουθία 
που τείνει στο 0. Οι µεικτές µέθοδοι κλίσης-ποινών, προβεβληµένης κλίσης-ποινών 
και Frank-Wolfe-ποινών, µε βέλτιστο βήµα, ή µε βήµα Armijo, είναι επαναληπτικές 
µέθοδοι οι οποίες βρίσκουν στο όριο σηµεία x  που ικανοποιούν τις αναγκαίες 
συνθήκες K-T-L (2) και (3). 
 

Ορίζουµε πρώτα τις ποινικοποιηµένες συναρτήσεις 

 2 2
0

1 1

1( ) : ( ) { [max(0, ( ))] } { [ ( )] }
2

l m
j j

i i i i
i i l

f x f x M f x M f x
= = +

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ j . 

Θεωρώντας τις σύνθετες συναρτήσεις ( ( ))jf xφ , όπου  (µε 2( ) [max(0, )] / 2t tφ =
'( ) max(0, )t tφ = ), και 2[ ( )]jf x , υπολογίζουµε την κλίση  της jf   

  0
1 1

( ) : ( ) { [max(0, ( ))] ( )} { ( ) ( )}
l m

j j j
i i i i i i

i i l
f x f x M f x f x M f x f x

= = +

∇ = ∇ + ∇ + ∇∑ ∑ . 

Έχουµε επίσης , αφού τα 1( )jf C∈ n jf∇  είναι συνεχή, δηλ. . [ ( )]j nf C∇ ∈ n

 
Αλγόριθµος 3 
Βήµα 1. Θέτουµε , , και επιλέγουµε ένα αρχικό : 0k = : 1j = 0x U∈ . 
Βήµα 2. Βρίσκουµε ένα σηµείο κατεύθυνσης  (δηλ. µια κατεύθυνση ) µε  
έναν από τους τρεις παρακάτω τρόπους: 

ky ky x− k

(Κ) Μέθοδος της Κλίσης ( ): : nU =
Θέτουµε  ,  δηλ. . ( )j

k k ky x f x= −∇ ( )j
k k ky x f x− = −∇

(ΠΚ) Μέθοδος Προβεβληµένης Κλίσης: Βρίσκουµε ky U∈  τέτοιο ώστε 

(3) 2 2

2 2
: ( )( ) min[ ( )( ) ]

2 2
j j

k k k k k k k k ky U
f x y x y x f x y x y xγ γζ

∈
= ∇ − + − = ∇ − + − , 

[Το  είναι η προβολή του διανύσµατος ky 1: j
k k kz x f x

γ
= − ∇ ( )  πάνω στο U .] 

(FW) Μέθοδος Frank-Wolfe ( 0γ = ): Βρίσκουµε ένα ky U∈  τέτοιο ώστε 
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(4) ( )( ) min ( )( )j j
k k k k ky U

f x y x f x y x
∈

∇ − = ∇ − . 

Και στις τρεις περιπτώσεις, θέτουµε : ( )(k k k )kf x y xδ = ∇ − .  
Βήµα 3. Αν j

kδ β≤ , θέτουµε :j
kx x= , :j

ky y= , :j
kδ δ= , [ :j

kζ ζ= , ΠΚ,] : 1j j= + , 
και πηγαίνουµε στο Βήµα 2. Αλλιώς, πηγαίνουµε στο Βήµα 4. 
Βήµα 4. Βρίσκουµε ένα βήµα kα  µε έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους: 
(α) Βέλτιστο Βήµα: Βρίσκουµε ένα [0,1]kα ∈  τέτοιο ώστε 
 

0 (K)
[0,1] (ΠΚ,FW)

( ( )) ( ) min [ ( ( )) ( )]j j j
k k k k k k k k k

jf x y x f x f x y x f x
α

α

α α
≥

∈

+ − − = + − − . 

(β) Bήµα Armijo: Αρχικά θέτουµε : ksα = . Αν το α  δεν ικανοποιεί την ανισότητα 
 ( ( )) ( )j j

k k k k kf x y x f x bα α δ+ − − ≤ , 
θέτουµε επαναληπτικά : cα α=  και επιλέγουµε για kα  το πρώτο α  που την 
ικανοποιεί. Αν την ικανοποιεί, θέτουµε επαναληπτικά : / cα α=  και επιλέγουµε για 

kα  το τελευταίο 0α ≥  (K), ή (0,1]α ∈  (ΠΚ,FW, ώστε να ισχύει 1kx U+ ∈  στο Βήµα 
5) που την ικανοποιεί. 
Βήµα 5. Θέτουµε 1 : ( )kk k k kx x y xα+ = + − : 1k k, , και πηγαίνουµε στο Βήµα 2. = +
  

Με τα jx  ορισµένα στο Βήµα 3, ορίζουµε τις ακολουθίες πολλαπλασιαστών 
 , : [max(0, ( ))]j j j

i i iM f xλ = 1,...,i l= ,   : ( )j j j
i i iM f xλ = 1,...,i l m, . = +

 
Θεώρηµα 3. Υποθέτουµε ότι η 0f  (και άρα η κάθε jf ) είναι πιεστική αν το U  είναι 
µη φραγµένο, και στη µέθοδο Frank-Wolfe-ποινών ότι το  είναι φραγµένο, άρα 
συµπαγές. Αν οι ακολουθίες ( )

U
j

iλ  είναι φραγµένες, τότε κάθε όριο x  (αν υπάρχει, 
και υπάρχει αν το  είναι συµπαγές) συγκλίνουσας υπακολουθίας της ακολουθίας U
( )jx  που κατασκευάζεται στο Βήµα 3 είναι αποδεκτό και ικανοποιεί τις συνθήκες K-
T-L (2) και (3). 
 
Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότι j →∞  στον Αλγόριθµο 3. Πράγµατι, αν αυτό δεν 
ίσχυε, τότε το j  θα παρέµενε σταθερό µετά από ένα πεπερασµένο αριθµό 
επαναλήψεων ως προς . Από το Θεώρηµα 1 ή 2, όµως, θα είχαµε τότε k 0kδ → , και 
από το Βήµα 3, j →∞  (αφού 0 ), που είναι άτοπο. Συνεπώς, jβ → j →∞  στον 
Αλγόριθµο 3, και άρα , και 0  στη µέθοδο ΠΚ, αφού . 0 0jδ → jζ → j jδ ζ≤ ≤
Έστω  µια υπακολουθία της ( )( )j

j Jx ∈
jx  (βλ. Βήµα 3) που συγκλίνει σε κάποιο 

x U∈ . Επειδή οι ακολουθίες ( )j
iλ  είναι φραγµένες (ανήκουν σε µια κλειστή µπάλα), 

υπάρχουν υπακολουθίες  τέτοιες ώστε ( )j
i j L Jλ ∈ ⊂

j
i iλ λ→ . Έχουµε τότε 

0 lim lim[max(0, ( ))] max(0, ( )),
j

ji
i ijj j

ij L j L

f x f
M
λ

→∞ →∞
∈ ∈

= = = 1,...,i lx    = , 

0 lim lim ( ) ( ),
j

ji
i ijj j

ij L j L

f x f x
M
λ

→∞ →∞
∈ ∈

= = =    1,...,i l m= + , 
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που δείχνουν ότι το x  είναι αποδεκτό. Από το Βήµα 2, για τυχόν y U∈ , έχουµε 

(Κ) 
2

0 2

( )
m

j j
i i

i
f x jλ δ

=

− ∇ =∑ , 

(ΠΚ) 
2

2
0

1( )( )
m

j j j j
i i

i
f x y x y x jλ ζ

γ=

∇ − + − ≥∑ , 

(FW) 
0

( )( )
m

j j j
i i

i
f x y x jλ δ

=

∇ − ≥∑ , 

όπου θέσαµε , και παίρνοντας το όριο όταν 0 : 1jλ = j →∞ , j L∈ , βρίσκουµε 

(Κ) 
2

0 2

( ) 0
m

i i
i

f xλ
=

− ∇ =∑ ,   δηλ. 
0

( ) 0
m

i i
i

f xλ
=

∇ =∑ , 

(ΠΚ) 2

2
0

1( )( ) 0
m

i i
i

f x y x y xλ
γ=

∇ − + −∑ ≥ , 

(FW) 
0

( )( ) 0
m

i i
i

f x y xλ
=

∇ −∑ ≥ , 

µε 0 : 1λ = , και αυτά ισχύουν για κάθε y U∈ . Με επιχείρηµα παρόµοιο µε του 
Θεωρήµατος 2 (µε το θ ), καταλήγουµε και για τη µέθοδο ΠΚ στη συνθήκη 

 
0

( )( ) 0
m

i i
i

f x y xλ
=

∇ −∑ ≥ ,   για κάθε y U∈ . 

Από τον ορισµό των j
iλ , έχουµε , 0j

iλ ≥ 0,...,i l= , άρα και στο όριο 0iλ ≥ , 
, όπου τα 0,...,i = l iλ  δεν είναι όλα 0, αφού 0 : 1λ = . Τέλος, αν ( ) 0if x <  για κάποιο 

δείκτη , τότε ( ) 0  και {1,..., }i∈ l 0j
if x < j

iλ =  για j  αρκετά µεγάλο, από τον ορισµό 
του j

iλ  και αφού ( ) ( )jf x f→ x , και άρα στο όριο 0iλ = , δηλ. ισχύουν οι συνθήκες 
εγκαρσιότητας (3). 
 
Σχόλιο 
Στην πράξη, για να εξασφαλίσουµε ότι οι ακολουθίες ( )j

iλ  παραµένουν φραγµένες, 
καλό είναι να διαλέγουµε ακολουθίες ( )j

iM  που συγκλίνουν σχετικά αργά στο  
και µια ακολουθία ( )

+∞
jβ  που συγκλίνει σχετικά γρήγορα στο 0 (αυτό δικαιολογείται 

και από την καθαρή µέθοδο ποινών). 
______________________ 
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