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Έστω  µια συνάρτηση. Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα 
ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισµούς  

1( )nf C∈

(1) Να βρεθεί nx ∈  τέτοιο ώστε  ( ) min ( )
nx

f x f
∈

x= . 

Από το γνωστό θεώρηµα, αν το x  είναι λύση του προβλήµατος (1), τότε ικανοποιεί 
την αναγκαία συνθήκη 
(2) ( ) 0f x∇ = . 
Έστω  (συνήθως , (0,1b c∈ ) 0.5b c= = ), , και ( )  µία ακολουθία µε 

. Η µέθοδος της κλίσης, µε βέλτιστο βήµα, ή µε βήµα Armijo, είναι µια 
επαναληπτική µέθοδος καθόδου η οποία βρίσκει στο όριο σηµεία 

0d > ks
(0, ]ks ∈ d

x  που ικανοποιούν 
τη συνθήκη (2). Εκµεταλλεύεται σε κάθε επανάληψη την κατεύθυνση καθόδου f−∇ , 
που δίνει τοπικά τη µεγαλύτερη µείωση, και περιγράφεται από τον ακόλουθο 
αλγόριθµο. 
 
Αλγόριθµος 1 
Βήµα 1. Θέτουµε  και επιλέγουµε ένα αρχικό . : 0k = 0

nx ∈

Βήµα 2. Υπολογίζουµε το ( )kf x∇  και θέτουµε 2

2
: (k kf xδ = − ∇ ) . 

Βήµα 3. Αν 0kδ = , σταµατάµε. Αλλιώς, πηγαίνουµε στο Βήµα 4. 
Βήµα 4. Βρίσκουµε ένα βήµα kα  µε έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους: 
(α) Βέλτιστο Βήµα: Βρίσκουµε ένα 0kα ≥  τέτοιο ώστε 
(3) 

0
( ( )) ( ) min[ ( ( )) ( )]k k k k k k kf x f x f x f x f x f x

α
α α

≥
− ∇ − = − ∇ − . 

(β) Bήµα Armijo: Αρχικά θέτουµε : ksα = . Αν το α  δεν ικανοποιεί την ανισότητα 
(4) ( ( )) ( )k k k kf x f x f x bα α δ− ∇ − ≤ , 
θέτουµε επαναληπτικά : cα α=  (π.χ. 0.5c = ) και επιλέγουµε για kα  το πρώτο α  
που την ικανοποιεί. Αν την ικανοποιεί, θέτουµε επαναληπτικά : / cα α=  και 
επιλέγουµε για kα  το τελευταίο α  που την ικανοποιεί. 
Βήµα 5. Θέτουµε 1 : ( )kk k kx x f xα+ = − ∇ : 1k k, , και πηγαίνουµε στο Βήµα 2. = +
 
Θεώρηµα 1. Υποθέτουµε ότι το κλειστό σύνολο 
 0: { ( ) ( )}nS x f x f x= ∈ ≤  
είναι και φραγµένο, άρα συµπαγές. Αν ο αλγόριθµος σταµατά για κάποιο , τότε k

0kδ =  και το : kx x=  ικανοποιεί τη συνθήκη (2). Αλλιώς, η ακολουθία ( )kx  που 
κατασκευάζει ο Αλγόριθµος 1 είναι άπειρη, κάθε όριο x  συγκλίνουσας 
υπακολουθίας της ( )kx  ικανοποιεί τη συνθήκη (2), και 0kδ →  για ολόκληρη την 
ακολουθία. 
Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα επαγωγικά ότι, εφόσον 0kδ ≠ , η ακολουθία ( )kx  
είναι καλά ορισµένη (δηλ. υπάρχει kx  για κάθε ), ότι k kx S∈  για κάθε , και ότι η 
ακολουθία 

k
( ( ))kf x  είναι φθίνουσα. Έχουµε 0x S∈ . Ας υποθέσουµε ότι kx S∈  και 

0kδ ≠ , δηλ. . ( ) 0kf x∇ ≠
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Εύκολα βλέπουµε ότι η ελαχιστοποίηση (3) ισοδυναµεί µε την ελαχιστοποίηση της 
f  στο συµπαγές σύνολο  

{ : ( ) 0}k kx x f xα α= − ∇ ≥ ∩ S ,  
και άρα υπάρχει kα  για κάθε k . 
Εξάλλου, από τη ιδιότητα της παραγώγου θετικά κατά κατεύθυνση, έχουµε 
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20

( ( )) ( )lim ( ) [ ( )] ( ) 0Tk k k
k k k k

f x f x f x f x f x f x
α

α δ
α+→

− ∇ −
= ∇ −∇ = − ∇ = < , 

άρα 

 ( ( )) ( )k k k
k

f x f x f x bα δ
α

− ∇ −
≤ ,   (αφού (0,1)b∈ , π.χ. 0.5b = ), 

για α  αρκετά µικρό. Αυτό δείχνει ότι, αν η ανισότητα (4) δεν ικανοποιείται αρχικά, 
τότε ικανοποιείται µετά από ένα πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων : cα α= . Επίσης, 
αν η ανισότητα αυτή ικανοποιείται αρχικά, επειδή το σύνολο  είναι φραγµένο, 
εύκολα βλέπουµε ότι ικανοποιείται µόνο για ένα πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων 

S

: / cα α= . 
Εποµένως, το βήµα kα  και το 1kx +  υπάρχουν και στις δύο περιπτώσεις 4α και 4β.  
Επιπλέον, τα βήµατα 4α, 4β και 5 δείχνουν ότι και στις δύο περιπτώσεις ιχύει 

, και άρα 1( ) ( )k kf x f x+ − ≤ 0 1kx S+ ∈ . Συνεπώς, kx S∈  για κάθε , και η ακολουθία k
( ( ))kf x  είναι φθίνουσα. 
Τώρα, αν ο αλγόριθµος σταµατά για κάποιο , τότε 0k kδ =  και ( ) 0kf x∇ = . Αλλιώς, 
η ακολουθία ( )kx  είναι άπειρη. Ας δείξουµε ότι τότε : 0kδ δ→ = . Επειδή το  είναι 
συµπαγές και 

S

kx S∈  για κάθε , υπάρχει υπακολουθία k ( )k k Kx ∈  που συγκλίνει σε 
κάποιο x S∈ . Επειδή , έχουµε 1( )nf C∈

 2 2

2 2
: ( ) : ( )k kf x f xδ δ= − ∇ → = − ∇ ≤ 0 ,   όταν , k →∞ k K∈ . 

Ας υποθέσουµε ότι 0δ < . Εύκολα βλέπουµε ότι η παράγωγος της συνάρτησης 
( ) : ( ( ))k kf x f xφ α α= − ∇  είναι '( ) ( ( )) ( )T

k k kf x f x f xφ α α= −∇ − ∇ ∇ . Από το Θεώρηµα 
Μέσης Τιµής και αφού , έχουµε τότε (0,1)b∈
(5) ( ( )) ( ) ( ) (0) ( ( )) ( )T

k k k k k kf x f x f x f x f x f xαα φ α φ α µ− ∇ − = − = − ∇ − ∇ ∇  
 [ ( ) ( ) ] ( )T

k kf x f x bα αα ε α δ ε α= −∇ ∇ + = + ≤ δ    και   kbα δ≤ , 
για [0, ']α α∈  και , για κάποια 'k k≥ ', 'kα , όπου (0, )αµ α∈ , και 0kαε →  όταν 

, , και . k →∞ k K∈ 0

k

α +→
(α) Περίπτωση Βέλτιστου Βήµατος: Έχουµε εδώ 
 1 0

( ) ( ) min[ ( ( )) ( )]k k k kf x f x f x f x f x
α

α+ ≥
− = − ∇ −  

[0, '] [0, ']
min [ ( ( )) ( )] min 'k k kf x f x f x b
α α α α

bα α δ α δ
∈ ∈

≤ − ∇ − ≤ = ,   για , ' . k K∈ k k≥

Επειδή ολόκληρη η ακολουθία ( ( ))kf x  είναι φθίνουσα και 0δ < , συµπεραίνουµε ότι 
, που είναι άτοπο αφού ( )kf x →−∞ ( ) ( )kf x f x→ k K, ∈ . Συνεπώς, 0δ = . 

(β) Περίπτωση Βήµατος Armijo: Από την κατασκευή του βήµατος Armijo και την πιο 
πάνω 2η  ανισότητα (5), εύκολα βλέπουµε ότι έχουµε αναγκαστικά 'k cα α≥ , και άρα 
 1( ) ( ) ( ( )) ( ) ' ' / 2,k k k k k k k k kf x f x f x f x f x b c b c bα α δ α δ α δ+ − = − ∇ − ≤ ≤ ≤  
για , ' . Καταλήγουµε έτσι σε άτοπο, όπως στο (α). Συνεπώς, k K∈ k k≥ 0δ = . 
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Τέλος, και στις δύο περιπτώσεις (α) και (β), από τη µοναδικότητα του ορίου  
προκύπτει ότι 0

0
kδ →  για ολόκληρη η ακολουθία. 

 
Σχόλια 
1. Η επιλογή βήµατος Armijo είναι συνήθως ταχύτερη από την επιλογή βέλτιστου 
βήµατος, η οποία προυποθέτει µια άπειρη διαδικασία, π.χ. τη µέθοδο της Χρυσής 
Τοµής, για την εύρεσή του. Με την επιλογή του βέλτιστου βήµατος, όµως, υπάρχει 
µεγαλύτερη πιθανότητα η µέθοδος να συγκλίνει σε ένα απόλυτο ελάχιστο. 
2. Αν η f  είναι επιπλέον κυρτή, τότε η µέθοδος της κλίσης υπολογίζει σηµεία ολικού 
ελαχίστου, και αν είναι αυστηρά κυρτή, τότε υπολογίζει το µοναδικό σηµείο 
ελαχίστου, οπότε ολόκληρη η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει σε αυτό το σηµείο. 
3. Μπορούµε να επιλέξουµε ένα σταθερό αρχικό βήµα Armijo  για κάθε . 
Μια πιο αποτελεσµατική, προσαρµοστική, επιλογή (πολύ χρήσιµη κυρίως στις µικτές 
µεθόδους ποινών) είναι να θέσουµε 

:ks = s k

0 : 1s = , και µετά 1:k ks α −= , για . 1k ≥
 
Παράδειγµα. Έστω η τετραγωνική συνάρτηση 

 1( )
2

T Tf x x Ax b= − x

A

, 

όπου ο πίνακας  είναι συµµετρικός (A TA = ) και θετικά ορισµένος (  για 
κάθε ). Εδώ, µπορούµε να υπολογίσουµε το βέλτιστο βήµα 

0Tx Ax >
0x ≠ kα  ακριβώς, αν 

0kδ ≠ . Πράγµατι, έχουµε ( )f x Ax∇ = −b
b

, και θέτοντας 
: ( )k k kg f x Ax= ∇ = − , 

υπολογίζουµε 
1( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

T T
k k k k k k k kP f x g f x x g A x g b x gα α α α= − − = − − − − kα  

 1
2

T T
k k kx Ax b x− +  

21
2

T T T T
k k k kg Ag x A g b gα α α= − + k  

 2 21 1( )
2 2

T TT
k k k k k k kg Ag Ax b g g Ag g gα α α α= − − = − T

k . 

Αν 0kδ ≠ , δηλ. , τότε , αφού ο  είναι θετικά ορισµένος, και άρα 
το τετραγωνικό πολυώνυµο ( )

0kg ≠ 0T
k kg Ag > A

P α  ελαχιστοποιείται, για α ∈ , αν 
 , '( ) 0T T

k k k kP g Ag g gα α= − =
δηλ. για 

 : 0
T

k k
k T

k k

g g
g Ag

α α= = > , 

άρα και για 0α ≥ , που δίνει και το ζητούµενο βέλτιστο βήµα. 
______________________ 
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