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7ου εξαµήνου ΣΕΜΦΕ 
 

ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΑΜΟΝΗΣ - ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΠΙ∆ΟΣΗΣ ∆ΙΚΤΥΩΝ  
 

Ασκήσεις 
 

1. Αποστέλλονται πακέτα σταθερού µήκους 1250 bytes από τον κόµβο #1 στον 
κόµβο #4 µέσω των κόµβων #2 και #3 σε σειρά, όπως φαίνεται στο σχήµα, µε 
τη µέθοδο store-and-forward. Οι ταχύτητες εκποµπής των συνδέσµων 1 2, 
2 3, 3 4 είναι 32 Kbps, 64 Kbps και 32 Kbps, µε πιθανότητα αποτυχηµένης 
εκποµπής 10-2, 10-1 και 10-2, αντίστοιχα. Σε περίπτωση αποτυχηµένης 
εκποµπής, οι κόµβοι #2 και #3 ζητούν επανεκποµπή πακέτου από τον αµέσως 
προηγούµενό τους κόµβο, ενώ ο τελικός κόµβος #4 από τον αρχικό. Αν ο 
µέσος χρόνος ελέγχου και (αρνητικής) επιβεβαίωσης λήψης είναι 10 ms ανά 
σύνδεσµο και µε την υπόθεση µηδενικού χρόνου αναµονής στους κόµβους, να 
βρεθεί ο µέσος χρόνος αποστολής πακέτων από τον κόµβο #1 στον #4. 

 
 
 
 

 

2 3 1 4 

2. Αν X1 και X2 είναι δύο ανεξάρτητες και εκθετικά κατανεµηµένες τυχαίες 
µεταβλητές µε ρυθµούς λ1 και  λ2 αντίτοιχα, να δειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή 
min{X1, X2} είναι επίσης εκθετικά κατανεµηµένη µε ρυθµό λ1+λ2. Να δειχθεί 

επίσης ότι         
21

1
21 }Pr{
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λ
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3. Για ένα απλό σύστηµα αναµετάδοσης πακέτων, µε αφίξεις Poisson, εκθετικά 

κατανεµηµένο µήκος πακέτων µέσης τιµής 500 bytes, απεριόριστο χώρο 
αναµονής (Μ/Μ/1) και ταχύτητα γραµµής µετάδοσης 9600 bps, να βρεθούν τα 
µεγέθη:  (α) πιθανότητα η γραµµή να είναι αδρανής  (β) µέσος αριθµός 
πακέτων που βρίσκονται σε αναµονή  (γ) πιθανότητα να βρίσκονται σε 
αναµονή περισσότερα από 3 πακέτα (µη συµπεριλαµβανοµένου αυτού που 
µεταδίδεται) για τις εξής περιπτώσεις µέσων χρόνων µεταξύ διαδοχικών 
αφίξεων (σε sec): 2.083, 1.042, 0.694, 0.52. 

 
 

4. Να συγκριθούν τα παρακάτω συστήµατα εξυπηρέτησης ως προς το µήκος 
ουράς και το µέσο χρόνο διέλευσης. Και στα δύο συστήµατα οι αφίξεις 
ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε ρυθµό λ=3 sec-1, ο δε συνολικό ρυθµός 
εξυπηρέτησης είναι µ=4 sec-1. 

 
 
 
 
 
   (α)      (β) 

λ 

 µ/2 

 µ/2 λ  µ 
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5. Με χρήση γενικών σχέσεων της θεωρίας πιθανοτήτων, να δειχθεί ότι η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (pdf) του χρόνου εξυπηρέτησης σε 
σύστηµα  m παράλληλων, ανεξάρτητων και τυχαία επιλεγόµενων (από τους 
εισερχόµενους πελάτες) κλάδων ισούται µε 

)()(
1

tfptf i

m

i
i∑

=

= ,    (1.1) 

 όπου pi η πιθανότητα επιλογής του κλάδου i και fi(t) η pdf του αντίστοιχου 
χρόνου εξυπηρέτησης, i=1,2,…m.   
Με βάση αυτή τη σχέση, να υπολογιστεί η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση 
του χρόνου εξυπηρέτησης σε σύστηµα αυτού του τύπου, τριών κλάδων, µε 
εκθετικά κατανεµηµένους χρόνους εξυπηρέτησης µέσης τιµής 1,2 και 3 sec,  
και πιθανότητες επιλογής των κλάδων 0.5, 0.3 και 0.2, αντίστοιχα. 
 
 
 

6. Να βρεθεί η τυπική απόκλιση του χρόνου εξυπηρέτησης σε σύστηµα που 
απαρτίζεται από τρία όµοια εκθετικά στάδια σε σειρά, η δε µέση τιµή του 
συνολικού χρόνου εξυπηρέτησης είναι ίση µε αυτήν του συστήµατος 
παράλληλων κλάδων της άσκησης 4. Να συγκριθούν οι τυπικές αποκλίσεις 
των δύο περιπτώσεων. 

 
7. Θεωρείστε αναµονητικό σύστηµα µε αφίξεις Poisson, απεριόριστο χώρο 

αναµονής και εξυπηρετητή (α) όπως της άσκησης 4, (β) όπως της άσκησης 5. 
Να βρεθεί για τις δύο περιπτώσεις ο µέσος αριθµός πελατών στο σύστηµα, 
καθώς και ο µέσος χρόνος διέλευσης δια του συστήµατος, όταν ο ρυθµός 
αφίξεων είναι 70% του ρυθµού εξυπηρέτησης. Να σηµειωθεί ότι τα στάδια 
(παράλληλα ή εν σειρά) του εξυπηρετητή δεν πρέπει να εκληφθούν ως 
διακριτοί εξυπηρετητές που µπορούν να εξυπηρετούν ταυτόχρονα 
περισσότερους του ενός (αντίθετα, µόνον ένας πελάτης βρίσκεται πάντα στον 
εξυπηρετητή, ανεξαρτήτως σταδίου). 

 
 

8. Σε ένα απλό αναµονητικό σύστηµα έχουµε αφίξεις Poisson µε ρυθµό λ, ο δε 
χρόνος εξυπηρέτησης είναι ίσος µε d+τ, όπου τ εκθετικά κατανεµηµένη τυχαία 
µεταβλητή µέσης τιµής µτ /1=  και 0>= τad  σταθερά. Να υπολογιστεί η 
µέση τιµή του αριθµού πελατών στο σύστηµα, καθώς και ο µέσος χρόνος 
διέλευσης δια του συστήµατος, συναρτήσει των λ, µ, α. 
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Λύσεις 
 

1.  
 
 

 
 
Από το παραπάνω διάγραµµα 
πιθανότητες µετάβασης σηµειωµέ
τις εξισώσεις για τους µέσους χρό
 

1(][ 141114 TaTpT −+++=
1(][ 242224 TaTpT −+++=

143334 1(]3[ TaTpT +++=
 

τις οποίες µπορούµε να λύσουµε ω
οποίων και ο ζητούµενος χρόνος T
 

 

2 1 
]1,[ 11 pT −

],[ 11 paT +
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2. Αν Y=min{X1, X2}, τότε: 
 
 Pr{}Pr{ 21 XandyXyY >>=>
 

Η τελευταία ισότητα ισχύει λόγω τ
Αντικαθιστώντας τις πιθανότητες π
µε τις εκθετικές συναρτήσεις των α
παίρνουµε: 
 

yyy eeeyY )( 2121}Pr{ λλλλ +−−− ==> , 
απ’ όπου συνάγεται το ζητούµενο. 
 
Επίσης είναι: 

    

0
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3. Για το εν λόγω Μ/Μ/1 σύστηµα εί
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 Μέσος αριθ. πακέτων σε αναµονή: 
ρ
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 {πακέτα στο σύστηµα} = n = {πακέτα σε αναµονή}+1,  n>0 
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ένταση 
κίνησ
ης 

πιθανότητα 
γραµµή 
αδρανής 

µέσος αριθµός 
πακέτων σε 

αναµονή 

πιθανότητα 
πακέτα σε 
αναµονή 

>3 
ρ 1-ρ ρ2/(1-ρ) ρ5

0.2 0.8 0.050 0.0003 
0.4 0.6 0.266 0.010 
0.6 0.4 0.900 0.078 
0.8 0.2 3.200 0.328 
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Ισχύουν προφανώς οι σχέσεις: 
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 Π.χ., για τη δοσµένη κίνηση είναι 
       ρ=3/4=0.75         sec14.1/,43.3 === λbbb NTN  
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 )(1 tf

 )(2 tf

 )(tfm

5. Στο διπλανό σχήµα δείχνεται σχηµατικά 
εξυπηρετητής m παράλληλων κλάδων, µε 
τις αντίστοιχες πιθανότητες επιλογής, pi , 
και τις συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανότητας χρόνων εξυπηρέτησης των 
κλάδων, . mitfi ,...2,1),( =

 

p1

p2

: 
pm

  
 
 Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου εξυπηρέτησης του 

εξυπηρετητή αυτού είναι 
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και η ροπογεννήτρια συνάρτηση (µετασχηµατισµός Laplace της ): )(tf
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Για εκθετικές κατανοµές )  είναι: (tf i s
sF
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i
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Οι ροπές πρώτης και δεύτερης τάξης, λοιπόν, είναι: 

∑∑
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m
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i
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µµ εξυπεξυπ  

η δε µεταβλητότητα (τετράγωνο τυπικής απόκλισης) ξέρουµε ότι δίνεται από 
τη σχέση 
  . [ ] 2

12
22 }}E{E{ mmtT −=−≡ εξυπσ

 
Εφαρµόζοντας τις παραπάνω σχέσεις στα δεδοµένα της άσκησης για το 
σύστηµα τριών κλάδων, παίρνουµε 

03.27.17
sec7sec,7.1

sec}33.0,5.0,1{
}2.0,3.0,5.0{

2

2
21
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Για το συντελεστή µεταβλητότητας του χρόνου εξυπηρέτησης παρατηρούµε 

ότι 1)CoV( 2
1

2

>≡
m

T σ
εξυπ .     Πρόκειται λοιπόν για µια υπερ-εκθετική 

κατανοµή. 
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6. Στο διπλανό σχήµα δείχνεται 

σχηµατικά σύστηµα εξυπηρέτησης 
m κλάδων (σταδίων) σε σειρά. Εδώ, 
ο συνολικός χρόνος εξυπηρέτησης 
είναι το άθροισµα των χρόνων στα 
επιµέρους στάδια. Με την υπόθεση της ανεξαρτησίας των σταδίων, είναι: 

)(1 tf )(2 tf  )(tfm… 
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11
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Έστω ότι για όλα τα στάδια ο χρόνος εξυπηρέτησης είναι εκθετικά 

κατανεµηµένος, µε την ίδια µέση τιµή, 1/µ, δηλαδή   i
s

sFi ∀
+

= ,)(
µ
µ . 

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση του συνολικού χρόνου εξυπηρέτησης είναι 
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που για τις ροπές πρώτης και δεύτερης τάξης δίνει: 
2
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 Εδώ λοιπόν έχουµε υπο-εκθετική κατανοµή του χρόνου εξυπηρέτησης. 
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7.   
  
 
 
 
 
 

 

)(1 tf

)(2 tf

)(tfm:

)(1 tf

)(2 tf

)(tfm:

)(1 tf )(1 tf

)(2 tf )(2 tf

)(tfm )(tfm:  

(α) 

)(1 tf )(2 tf )(tfm)(1 tf )(2 tf )(tfm)(1 tf )(1 tf )(2 tf )(2 tf )(tfm )(tfm

(β) 

 
Οι αφίξεις είναι Poisson, όµως οι χρόνοι εξυπηρέτησης δεν είναι εκθετικά 
κατανεµηµένοι. Θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση που δίνει το µέσο αριθµό 
πελατών σε σύστηµα M/G/1, και, στη συνέχεια, τον τύπο του Little για να 
υπολογίσουµε το µέσο χρόνο διέλευσης: 

                
λ

ρ
ρ

ρ
εξυπ

NTTN
Little )(

))],CoV(1(
2

1[
1

=−−
−

=  

Από τα δεδοµένα του προβλήµατος, είναι 7.0=≡
µ
λρ  και για τα δύο συστήµατα. 

Κάνοντας χρήση των τιµών CoV(Τεξυπ) που βρήκαµε για τους αντίστοιχους 
εξυπηρετητές στην προηγούµενη άσκηση, παίρνουµε: 
 
(α)   sec2.12,87.4 == TN  
(β)    sec5.4,8.1 == TN  
 
 
8.  Πρόκειται και εδώ για σύστηµα M/G/1. Η κατανοµή του χρόνου εξυπηρέτησης 
Τεξυπ =d+τ  είναι µια µετατοπισµένη εκθετική της οποίας οι ροπές 1ης και 2ης τάξης 
είναι: 

µ
1

1 += dm ,        2
2222

2
212}E{}E{2})E{(
µµ

τττ ++=++=+= dddddm , 

όπου, για την τελευταία ισότητα, ελήφθη υπ’όψη ότι 2
2 2}E{

µ
τ =  (το τ είναι 

εκθετικά κατανεµηµένο, µέσης τιµής 1/µ). 
 
Γράφοντας τη µεταβλητότητα του χρόνου εξυπηρέτησης στη µορφή  

 και αντικαθιστώντας τα m2
12

2 mm −=σ 1 και m2 µε τα ίσα τους από τις 
παραπάνω σχέσεις, βρίσκουµε ότι  

  2
2 1

µ
σ =     (όπως ακριβώς και της εκθετικά κατανεµηµένης µεταβλητής τ), 

οπότε 1
)1(

1
/)1(

/1)CoV( 222

2

2
1

2

<
+

=
+

=≡
αµα

µσ
εξυπ m

T    (υπο-εκθετική κατανοµή). 

Συνεπώς   

λα
ρ

ρ
ρρ

ρ
ρ

εξυπ
NTTN

LittleGM )(2)1//(
)],

)1(
11(

2
1[

1
))]CoV(1(

2
1[

1
=

+
−−

+
=−−

−
= , 

όπου   )1(
/1 1

+== α
µ
λλρ

m
.-------------------------------------------------------------- 
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