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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ 
1η Ερώτηση  
 
Όταν ρίξουµε µια πέτρα στην επιφάνεια µιας ήρεµης λίµνης, τότε στο σηµείο της επιφάνειας που έπεσε η 
πέτρα προκαλείται µια διατάραξη της επιφανειακής µάζας του νερού και στην επιφάνεια του νερού 
σχηµατίζονται οµόκεντρα υψώµατα και κοιλώµατα που διαδίδονται προς όλες τις διευθύνσεις. Με άλλα λόγια 
δηµιουργούνται κύµατα που µε µορφή συγκεντρικών κύκλων διαδίδονται στην επιφάνεια του νερού µε 
ορισµένη ταχύτητα.     
                                             Γνωρίζουµε ότι η φυσική αντίληψη της κυµατικής διάδοσης οφείλεται στη  
                                             κίνηση των ισοφασικών επιφανειών, δηλαδή των µετώπων του κύµατος.           
                                             Στις δύο διαστάσεις η απεικόνισης των ισοφασικών επιφανειών (οι οποίες     
                  r2                                         εκφυλίζονται σε ισοφασικές γραµµές) είναι µια ευθεία κάθετη στη διεύθυνση         
                   .                          διάδοσης, ενώ στις τρεις διαστάσεις είναι ένα επίπεδο κάθετο στη διεύθυνση  
                        r1                               διάδοσης.  
                                                    
                                              Τα κύµατα που δηµιουργούνται όταν ρίχνουµε την πέτρα στην ήρεµη επιφάνεις   
                                              του νερού της λίµνης, προέρχονται από µία σηµειακή πηγή κυµάτων, η οποία  
                                              εκπέµπει ισοτροπικά (µε τον ίδιο τρόπο) στις δύο διαστάσεις προς όλες τις 
διευθύνσεις σε ένα ισοτροπικό µέσο. Έτσι η συµµετρία σ’ αυτή την περίπτωση δεν είναι επίπεδη αλλά 
κυκλική (στις δύο διαστάσεις). Χρησιµοποιώντας κυκλικές πολικές συντεταγµένες r και φ  στη θέση των 
καρτεσιανών συντεταγµένων x και y  για να εκµεταλλευτούµε την κυκλική συµµετρία του προβλήµατος 
έχουµε τα ακόλουθα:  

1) Ενώ έχουµε συµµετρία οι συντεταγµένες x και y  δεν είναι ανεξάρτητες x2+y2=r2.  
2) Το κέντρο συµµετρίας ορίζεται εάν επεκταθούµε νοερά στις τρεις διαστάσεις, οπότε υπάρχει άξονας 

συµµετρίας ή άξονας περιστροφής, ο οποίος διέρχεται από το κέντρο και είναι κάθετος στο επίπεδο 
xy  

3) Οι πολικές συντεταγµένες ορίζονται από τις σχέσεις:  
cosx r φ=       και     siny r φ=  

       Έτσι µε τις νέες συντεταγµένες r και φ  η µαθηµατική έκφραση της ισοφασικής επιφάνειας των 
παραπάνω κυµάτων είναι: 
r = σταθερό,  φ =οτιδήποτε ⇔ ανεξαρτησία των µεταβλητών  r και φ  
Από την εκφώνηση της ερώτησης δίνεται ότι το πλάτος των κυµάτων ελαττώνεται καθώς αποµακρυνόµαστε 
από την πηγή.  Αυτό συµβαίνει γιατί: 
α) Κατά τη διάδοση του κύµατος, µέρος της µηχανικής ενέργειας υποβαθµίζεται λόγω δυνάµεων απόσβεσης 
που συµµετέχουν στο σύστηµα  
β) Λόγω κατανοµής της ίδιας ενέργειας (ανά µονάδα χρόνου) σε όλο και µεγαλύτερες περιφέρειες 
κύκλων µε όλο και µεγαλύτερες ακτίνες (σε τρεις διαστάσεις σε όλο και µεγαλύτερες σφαιρικές 
επιφάνειες).  
Εάν χρησιµοποιήσουµε τον όρο της πυκνότητας ενέργειας έχουµε:  

i) ως πυκνότητα ενέργειας ορίζεται η ενέργεια ανά µονάδα µήκους (όταν η ισοφασική επιφάνεια είναι 
γραµµή) έτσι θα ισχύει:  

2
Eu

rπ
=       όπου      u =πυκνότητα ενέργειας και      E = η ενέργεια 

Εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της ενέργειας θα ισχύει:  

1 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 1

2 2 u rE E u r u r u r u r
u r

π π= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  απ’ όπου προκύπτει  Ι  ή  
1u
r

∝       (1) 

ii) Στις τρεις διαστάσεις , η ισχύς κατανέµεται σε σφαιρικές επιφάνειες, οπότε θα ισχύει:  
2

1 2
1 2 2

2 1

u rE E
u r

= ⇔ =  απ’ όπου προκύπτει για την ένταση Ι:  2

1I
r

∝       (2) 

Από την  (1) βλέπουµε ότι στην περίπτωση (επίπεδων) των κυκλικών κυµάτων της λίµνης, το πλάτος 

A του κύµατος θα µεταβάλλεται σαν  2 1 1I A A
r r

∝ ⇔    οπότε όσο µεγαλώνει το 

r (αποµακρυνόµαστε από την πηγή) τόσο µικραίνει το πλάτος A (αντιστρόφως ανάλογα προς την 
απόσταση). 
 
2η Ερώτηση  
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Ορίζουµε ως ένταση ενός κύµατος (συµβολιζόµενη µε I ) το µέσο χρονικό ρυθµό µε τον οποίο µεταφέρεται 
ενέργεια από το κύµα ανά µονάδα εµβαδού δια µέσου µιας επιφάνειας κάθετης προς την κατεύθυνση της 
διάδοσης. ∆ηλαδή, η ένταση I  είναι η µέση µεταφερόµενη ισχύς ανά µονάδα εµβαδού.  
Αν η πηγή του κύµατος θεωρηθεί σηµειακή, τότε η ένταση σε απόσταση R  από την πηγή είναι αντιστρόφως 
ανάλογη προς το  2R , στις τρεις διαστάσεις . Για τα κυκλικά κύµατα στην επιφάνεια της λίµνης (δύο 
διαστάσεις), όπως είδαµε πριν, θα έχουµε:   

7 2 2
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22
2 1 2

10 / 3( ) 0.333 10 /
1( )

I R W m Km I W m
I R I Km

−
−= ⇔ = ⇔ = ×  

3η Ερώτηση  
 
Ακολουθώντας αντίστοιχο  τρόπο σκέψης όπως στην (2) στην ερώτηση 2, καταλήγουµε στη µαθηµατική 
σχέση:        

( )
( )

27 22 2
2 2 8 21 2 1 1

1 1 2 2 2 2 222 2
2 1 2

10 / 1
4 4 1,1 10 /

3
W m KmI R I RR I R I I I I W m

I R R Km
π π

−
−= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⋅  

4η Ερώτηση  
 

Εξίσωση    (1.27):      
( ) ( )2 2

2 2 2

, ,1 0
x t x t

x u t
∂ Ψ ∂ Ψ

− =
∂ ∂

 

Αρκεί να υπολογίσουµε τις παραγώγους:  
( )2

2

,x t
x

∂ Ψ
∂

      (1)           και           
( )2

2

,x t
t

∂ Ψ
∂

      (2)          και  να αντικαταστήσουµε στη σχέση (1.27) 

Η εξίσωση (1.27) είναι µία γραµµική διαφορική εξίσωση και µία ειδική κατηγορία λύσεων αυτής της κυµατικής 
εξίσωσης αποτελούν τα αρµονικά κύµατα.  
Η κυµατοσυνάρτηση Ψ για ένα αρµονικό κύµα που διαδίδεται (σε µία διάσταση) από αριστερά προς τα δεξιά 

έχει τη µορφή:    ( ), sin 2 x tx t A π
λ
 Ψ = − Τ 

      (3) 

Από την (3) υπολογίζουµε µε αντικατάσταση την (1) έτσι:  
2 cos 2A x t

x
π π
λ λ

∂Ψ  = − ∂ Τ 
          [ λόγω της ( )sin ' cos 'u u u= ⋅ ]             και  

2 2

2 2

4 sin 2A x t
x

π π
λ λ

∂ Ψ  = − − ∂ Τ 
          [ λόγω της ( )cos ' sin 'u u u= − ⋅ ]       

οµοίως       
2 cos 2A x t

t
π π

λ
∂Ψ  = − ∂ Τ Τ 

          και           
2 2

2 2

4 sin 2A x t
t

π π
λ

∂ Ψ  = − − ∂ Τ Τ 
 

Με  αντικατάσταση των µερικών παραγώγων στην (1.27) έχουµε:  
2 2

2 2 2

2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 1 4sin 2 sin 2 0

4 1 4 1 1sin 2 sin 2

A x t A x t
u

A x t A x t u
u u

π ππ π
λ λ λ

π ππ π λ
λ λ λ λ

    − − − − − = ⇔    Τ Τ Τ    

   − = − ⇔ = ⇔ = Τ   Τ Τ Τ Τ   

 

όµως          
2
k
πλ =            και           

2π
ω

Τ =           άρα η (4) γράφεται:  

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

4 4 1u u k k
k k u u
π π ω ω

ω ω
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Άρα η χαρακτηριστική κυµατική εξίσωση (1.27) περιγράφει αρµονικά κύµατα µε κυκλική συχνότητα ω και 

κυµαταριθµό k , µε την προϋπόθεση ότι η ταχύτητα u ικανοποιεί τη σχέση:   u
k

λ ω
= =
Τ

. 

(4) 
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Με την ίδια λογική εάν αντί της (3) εργαστούµε µε την  ( ) ( ), sinx t A nkx n tωΨ = −    οι µερικές παράγωγοι 
θα δώσουν:  

( )cosnkA nkx n t
x

ω∂Ψ
= −

∂
          και           ( )

2
2 2

2 sinn k A nkx n t
x

ω∂ Ψ
= − −

∂
    

και           ( )cosn A nkx n t
t

ω ω∂Ψ
= −

∂
           και           ( )

2
2 2

2 sinn A nkx n t
x

ω ω∂ Ψ
= − −

∂
    

άρα µε αντικατάσταση στην (1.27) έχουµε:  

( ) ( )2 2 2 2
2

2 2 2
2 2 2

2 2

1sin sin 0n k A nkx n t n A nkx n t
u

nn k k k
u u u

ω ω ω

ω ω ω

 − − − − − = ⇔ 

= ⇔ = ⇔ =
 

Άρα µε τις ίδιες προϋποθέσεις η χαρακτηριστική κυµατική εξίσωση δέχεται αρµονικές λύσεις µε συχνότητα 
nω  και κυµαταριθµό nk , όπου n  ακέραιος αριθµός.   
 
Οι πράξεις γίνονται πιο εύκολες στην µιγαδική µορφή:  
 
Έστω αρµονικό κύµα της (εκθετικής) µορφής: 

( )( , ) i kx tF x t Ae ω ϕ− +=  . 

Παραγωγίζοντας βρίσκουµε: 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

F x t i F x t
t

F x t ikF x t
x

∂ ω
∂

∂
∂

= −

=
   

Παραγωγίζοντας  αυτές τις δύο σχέσεις µία ακόµη φορά ως προς t και x  αντίστοιχα βρίσκουµε:   
2

2 2
2

2
2

2

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , )

F x t i F x t F x t
t

F x t k F x t
x

∂ ω ω
∂

∂
∂

= − = −

= −
      

 Αντικαθιστώντας αυτές τις εκφράσεις στην  χαρακτηριστική κυµατική εξίσωση 1.27, βρίσκουµε :  

( ) 0)t,x(Fk 2

2
2 =

υ
ω

−   (1), 

 απ’ όπου  2 2 2kω υ=   ή   
k
ωυ = ±  . 

Εάν λοιπόν το πηλίκο 
k
ωυ = ±  παραµένει σταθερό (όπως έχουµε ήδη υποθέσει) η χαρακτηριστική 

εξίσωση περιγράφει κύµα το οποίο διαδίδεται µε αυτή την ταχύτητα. Το πρόσηµο + ή – εξαρτάται από 
την φορά διαδόσεως.  

Για ( )( , ) in kx t
nF x t e ω−= , αντί της (1),  βρίσκουµε 

2
2

2

( )[( ) ] 0nnk ω
υ

− = , απ΄ όπου: 

n
nk k
ω ωυ = ± = ± , όπως πριν. 

 
5η Ερώτηση 
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∆ίνεται η σειρά    ( )

1

in kx t
n

n
C e ω

∞
−

=
∑  

Από τη θεωρία των µαθηµατικών ισχύει η σχέση           ( ) ( )cos sinie iθ θ θ= +  

οπότε ισοδύναµα γράφουµε:         ( )
1

sinn
n

C n kx tω
∞

=

−∑         για το φανταστικό µέρος της σειράς.  

Έτσι λαµβάνοντας σαν    ( ) ( )
1

, sinn
n

x t C n kx tω
∞

=

Ψ = −∑   αρκεί να υπολογίσουµε τις µερικές παραγώγους  

2

2x
∂ Ψ
∂

          και           
2

2t
∂ Ψ
∂

 

∆ηλαδή: 

( )
1

cosn
n

C nk n kx t
x

ω
∞

=

∂Ψ
= −

∂ ∑              και            

( ) ( )
2

2 2 2 2
2

1 1
sin sinn n

n n
C n k n kx t C n k nkx n t

x
ω ω

∞ ∞

= =

∂ Ψ
= − − = − −

∂ ∑ ∑  

( )
1

cosn
n

C n n kx t
t

ω ω
∞

=

∂Ψ
= −

∂ ∑             και            

( ) ( )
2

2 2 2 2
2

1 1
sin sinn n

n n
C n n kx t C n nkx n t

t
ω ω ω ω

∞ ∞

= =

∂ Ψ
= − − = − −

∂ ∑ ∑  

Με αντικατάσταση των µερικών παραγώγων στη (1.27) έχουµε:  
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

, ,1 10 sin sin 0

1 0

n n
n n

x t x t
C n k nkx n t C n nkx n t

x u t u
nn k n n k k u ku

u u

ω ω ω

ωω ω ω

∞ ∞

= =

∂ Ψ ∂ Ψ
− = ⇔ − − + − = ⇔

∂ ∂

− + = ⇔ = ⇔ = ⇔ =

∑ ∑
 

οπότε εκφράζει µια γενική λύση της (1.27). 
Λόγω της αρχής της γραµµικής επαλληλίας, η οποία οφείλεται στη γραµµικότητα της (1.27), εάν έχουµε 
n (ειδικές) λύσεις 1 3 3, , ,..., nψ ψ ψ ψ  οι οποίες ικανοποιούν την κυµατική εξίσωση, η γενική λύση, Ψ , της 
διαφορικής εξίσωσης γράφεται  σαν γραµµικός συνδυασµός (επαλληλία) αυτών των λύσεων, όπως το 
περιµέναµε.  

( ) ( )
1

, ,
n

n n
i

x t C x t
=

Ψ = Ψ∑ . 

 
6η Ερώτηση 
 
∆ίνεται η συνάρτηση  ( ) ( ) ( )8,5 2cos 2 sinf x x x= +    

Η περιγραφή της αρµονικής κίνησης µε ανάλύση Fourier αποδίδεται από τη µαθηµατική σχέση:  

( ) ( ) ( )( )0

1
cos sin

2 n n
n

AF x A nx B nx
∞

=

= + +∑         (1) 

όπου nA και nB τα πλάτη της σειράς Fourier. 
Η σχέση για τα πλάτη Fourier µπορεί να γραφτεί εναλλακτικά µε τη µορφή:  

( ) ( )
2

0

1 sinnB f x nx dx
π

π
= ∫           (2) 

Οπότε για τα δεδοµένα της ερώτησης έχουµε:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

1 18,5sin sin 2cos 2 sin sinnB x nx dx x x nx dx
π π

π π
   

= +   
   
∫ ∫           (3) 
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Το ολοκλήρωµα ( ) ( )
2

0

sin sinx nx dx
π

∫  µπορεί να γραφτεί  

( ) ( )
2

'

0

sin sinn x nx dx
π

∫    οπότε εάν 'n n≠  µας δίνει ( ) ( )
2

'

0

sin sin 0n x nx dx
π

=∫  

ενώ εάν 'n n=   µας δίνει  ( ) ( )
2

'

0

sin sinn x nx dx
π

π=∫           (4) 

Η σχέση  ( ) ( )cos 2 sinx x    γράφεται   ( ) ( ) ( ) ( )sin 3 sin
cos 2 sin

2
x x

x x
−

=           (5) 

λόγω της ταυτότητας ( ) ( ) ( ) ( )2sin cos sin sina b a b a b= + + −  
Με αντικατάσταση των (4) και (5) στην (3) έχουµε:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0 0

2 2
2 2

0 0

1 18,5sin sin sin 3 sin sin

1 1 18,5 sin 3 sin

nB x x dx x x nx dx

x dx x dx

π π

π π

π π

π
π π π

   
= + − =     
   

+ −

∫ ∫

∫ ∫
 

Κατά συνέπεια διασώζονται οι συντελεστές 1 8,5 1 7,5B = − =   και   3 1B =  

Οπότε η συνάρτηση ( )f x   γράφεται ( ) ( ) ( )7,5sin sin 3f x x x= +           (6) 
η οποία γραφικά αποδίδεται από το παρακάτω σχήµα:  
 
 
 
 

-6 -4 -2 2 4 6

-6

-4

-2

2

4

6

 
                      ( )sin x  

                      ( )sin 3x  

Για  
6

x π
=   έχουµε το πρώτο µέγιστο οπότε µε αντικατάσταση και επίλυσης της ( )f x   έχουµε:  

i) Από τη σχέση (6): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 6 67,5sin sin 3 7,5sin sin 3 3,75 1 4,75
6 6

f x x x f f fπ π π
π π   = + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ =   
   

 

ii) Από την αρχική σχέση:  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )6 6 6

8,5 2cos 2 sin

8,5 2cos 2 sin 8,5 1 0,5 4,75
6 6

f x x x

f f fπ π π
π π

= + ⇔  
    = + ⇔ = + ⇔ =        

 

 
7η Ερώτηση 
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∆ίνεται  ( ) ( ) ( )8,5 2cos 2 sinf x x x= +    

Το φάσµα Fourier της ( )f x  αποδίδεται από το ακόλουθο σχήµα:  
     Βn 
                                                                                 (Οι τιµές λαµβάνονται ως δεδοµένα από  
                                                                                      την προηγούµενη ερώτηση (Νο 6)) 
     7,5 
 
 
 
 
 
        1 
 
 
                    1           3                                   nk 
 
Η συνάρτηση ( )f x  δεν µπορεί να γραφτεί σαν ένα άθροισµα συνηµίτονων αφού το ανάπτυγµα Fourier 
είναι µοναδικό.    
 
8η Ερώτηση 
 
Στην περίπτωση του αρµονικού κύµατος, γνωρίζουµε πως η διαταραχή έχει ηµιτονοειδή µορφή:  

( ) sinf x A kx=    όπου   
2k π
λ

≡            (1) 

Οπότε προσαρµόζοντας την (1) για τα δεδοµένα της παρούσας ερώτησης µπορούµε να γράψουµε: 
2kλ π=    και ισοδύναµα 2k x π∆ ∆ =        (2) 

όπου  k∆ = κυµαταριθµός      
και      x∆ = εύρος κυµατοπαλµού  
Εάν περιορίσουµε τους κυµαταριθµούς των αρµονικών κυµάτων, τα οποία συνθέτουν τον κυµατοπαλµό στην 

περιοχή µεταξύ  0k  και  0 2
kk ∆

+  η σχέση (2) θα γράφεται: 

' ' 2k x π∆ ∆ =           όπου   '

2
kk ∆

∆ =           άρα           ' ' 42
2
k x x

k
ππ∆

∆ = ⇔ ∆ =
∆

 

ενώ από τη σχέση (2) έχουµε         
2x

k
π

∆ =
∆

          και           ' 2x x∆ = ∆  

Άρα θα διπλασιαστεί το εύρος στο χώρο του κυµατοπακέτου. 
 
9η Ερώτηση 
 
Γνωρίζουµε πως εάν µια πηγή κυµάτων στη θέση 0x = εκπέµπει έναν συρµό κυµάτων περιορισµένης 
διάρκειας t∆ σε ένα µέσο, ο συρµός αυτός θα έχει περιορισµένο µήκος x∆ και θα περιέχει µια περιορισµένη 
ζώνη συχνοτήτων ω∆ και µια περιορισµένη ζώνη κυµαταριθµών k∆  (και αντίστοιχων µηκών κύµατος). 
Μεταξύ των ποσοτήτων x∆ , k∆ , t∆  και ω∆ ισχύουν γενικά και για όλες τις χρονικές στιγµές και θέσεις, οι 
σχέσεις: ( )( ) ( )( )t k xω∆ ∆ ≅ ∆ ∆    και οι σχέσεις αβεβαιότητας:  

                ( )( ) 2x k π∆ ∆ ≥           ή          ( )( ) 1x k∆ ∆ ≥  

και           ( )( ) 2t ω π∆ ∆ ≥           ή          ( )( ) 1t ω∆ ∆ ≥  
οι οποίες είναι πιο γενικές από τις αντίστοιχες σχέσεις εύρους ζώνης.  
Παρατηρούµε από τις παραπάνω σχέσεις ότι τα µεγέθη x∆  και k∆  είναι αντιστρόφως ανάλογα, δηλαδή 
όσο περισσότερο εντοπισµένο στο χώρο είναι το κυµατοπακέτο, τόσο µεγαλύτερο θα είναι το εύρος των 
κυµατανυσµάτων  k∆ . 
Κατά συνέπεια η αντιστοιχία των κατανοµών πλάτους (δεξιά) µε τα κυµατοπακέτα  (αριστερά) θα είναι:  
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                                ( ),0xΨ                                                        ( )F k  
 
 
 
 
 
                                                                                     µε 
                                                                x 
                                                                                                                
                                                                                                               0 
 
 
 
                              (a) 
 
 
 
 
                                                                                     µε 
                                                                x 
                                                                                                                
 
                                                        
                                                                                                              0 
                           
                              (b) 
 
 
 
10η Ερώτηση 
 
Η ενέργεια (προφανώς) διατηρείται . Απλά,  γίνεται ανακατανοµή της στον χώρο.  
 
Γνωρίζουµε ότι κάθε κυµατική κίνηση συνοδεύεται από ενέργεια, δηλαδή κάθε κύµα µεταφέρει ενέργεια από 
µια περιοχή του χώρου σε άλλη.  
Ο γενικός όρος «συµβολή» χρησιµοποιείται για να περιγράφει το αποτέλεσµα δύο ή περισσότερων κυµάτων 
που διέρχεται από την ίδια περιοχή, την ίδια χρονική στιγµή. 
 
Κατά τη συµβολή δύο κυµάτων, σε άλλα σηµεία έχουµε ενέργεια µεγαλύτερη και σε άλλα σηµεία έχουµε 
ενέργεια µικρότερη από το άθροισµα των δύο κυµάτων.  
 
Αυτό δεν σηµαίνει πως δεν ισχύει η αρχή διατήρησης της ενέργειας, σηµαίνει ότι η ενέργεια των δύο 
κυµάτων δεν µεταφέρεται πάντα στην ίδια διεύθυνση. ∆ηλαδή στα διάφορα σηµεία µε τις διαφορετικές 
ενέργειες υπάρχει µια τοπική ροή ενέργειας όπου ο µέσος ρυθµός µεταφοράς ενέργειας είναι άλλες φορές 
µικρότερος και άλλες φορές µεγαλύτερος από το άθροισµα των δύο κυµάτων.     
 

0k k

( ),0xΨ ( )F k

0k k


