
                                                       ΑΤΜΟΦ

  Απαντησεις στις ερωτησεις της εξετασης της 24ης Ιουνιου 2005

1. Ερωτηση που αφορα στις ασκησεις του εργαστηριου.

Α) Με βάση τη σχέση που συνδέει τις αποστάσεις α  και b  με την εστιακή απόσταση
του σφαιρικού οπτικού φράγματος και ότι / 2f R=  έχουμε:
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Β) Από τη σχέση περίθλασης του οπτικού φράγματος, για την περίπτωση μέτρησης
των γωνιών σε αντίθετες πλευρές της καθέτου στο φράγμα (πρόσημο −), έχουμε:

sin sin mNπρ περθ θ λ− =     (1)

Διαφορίζοντας την (1) και με την προσέγγιση της μικρής μεταβολής δλ  (στην
κατεύθυνση ελάττωσης του λ ) παίρνουμε:

cos
cos
mNmNπερ περ περ

περ

δλθ δθ δλ δθ
θ

− = ⇒ = −  και αντικαθιστώντας τα αριθμητικά

δεδομένα, 1m = ,  10o
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και για 1200N =  χαρ/mm ⇒

6 40,711 1200 10 8,53 10περδθ − −= × × = ×  rad = 0,05≈ o

Παρατηρούμε από την (2) ότι η προκύπτουσα μεταβολή της γωνίας περίθλασης είναι
ανάλογη του της πυκνότητας χαραγών του φράγματος N .
Επομένως, με βάση την εστιακή απόσταση 1000b =  mm έχουμε:

41000 8,5 10 0,85x x b
b περ περ
δ δθ δ δθ −≈ ⇒ ≈ = × × = mm.

Σημείωση: Ένας εναλλακτικός, αλλά προσεγγιστικός, τρόπος υπολογισμού είναι να
εφαρμόσουμε τη σχέση (1) για τα δύο γειτονικά μήκη κύματος 1λ , 2λ και να
αφαιρέσουμε κατά μέλη εξαλείφοντας τον όρο του ημιτόνου με τη γωνία
πρόσπτωσης. Στη συνέχεια αντικαθιστούμε: ,1 1sin /x bπερθ =  και ,2 2sin /x bπερθ = ,
θεωρώντας ότι το b σταθερό για τα δύο μήκη κύματος, παίρνουμε:
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δθ θ δ λ λ− + = − + = ⇒ ≈ −

Γ) Στην περίπτωση αυτή θα θεωρήσουμε μια μικρή μεταβολή της γωνίας περίθλασης
(λόγω του εύρους της σχισμής) αλλά με σταθερή τη γωνία πρόσπτωσης. Οπότε, υπό
αυτές τις συνθήκες, με διαφόριση της σχέσης (1) έχουμε:
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Επομένως, το σφάλμα μέτρησης είναι ανάλογο του c . Οπότε για 0,05c = mm θα
έχουμε μικρότερο σφάλμα κατά τον παράγοντα 0,05/0,2=1/4 Αριθμητικό αποτέλεσμα
θα πάρουμε αν υπολογίσουμε τη πρθ από τη σχέση (1).

Δ) Από την (4) βλέπουμε ότι με το ελάχιστο δυνατό c  το δλ είναι πεπερασμένο και
επομένως, οι τρόποι να βελτιώσουμε την ακρίβεια (δηλαδή μικρότερο δλ ) είναι:

1) Να επιλέξουμε οπτικό φράγμα με μεγαλύτερο N .
2) Να μεγαλώσουμε την απόσταση α ή γενικότερα, την εστιακή απόσταση f , που
συνεπάγεται μεγαλύτερη ακτίνα καμπυλότητας του σφαιρικού οπτικού φράγματος.
3) Αν τα παραπάνω δεν μπορούν να αλλάξουν, τότε μπορούμε να καταγράψουμε την
εικόνα από την δεύτερη τάξη περίθλασης ( 2m = ), οπότε θα έχουμε διπλασιασμό της
ακρίβειας.

2. Ερωτηση που αφορα στο ρολο του spin στη κατασκευη αποδεκτων

κυματοσυναρτησεων. Το θεμα αυτο συζητειται στο βιβλιο (Τραχανας,

ενοτητα τριτη).

ι) Λογω της ανεξαρτησιας των αντιστοιχων βαθμων ελευθεριας, η πληρης

κυματοσυναρτηση ως γινομενο των επι μερους συναρτησεων:

1) ιδιοκατασταση του spin

       ( , ) ( )   ,  ( )r s r rψ ϕ α η ϕ β=! ! !

2) 1( , ) ( )r s c rψ ϕ α=! !  +  2 ( )c rϕ β!

             ιι)  Για τους ως ανω λογους, η κανονικοποιηση των επι μερους

                   κυματοσυναρτησεων ειναι ανεξαρτητη. Συνεπως:

                1)   2| ( ) |r dϕ τ∫
!  = 1 . Οσον αφορα το spin, η κανονικοποιηση υπαρχει ηδη:

                <α|α> = <β|β> = 1,  <α|β> = 0.

                2)  2| ( ) |r dϕ τ∫
!  = 1 , και 2

1| |c  +  2
2| |c  = 1.

               ιιι) Λογω της μη διακρισιμοτητας των ηλεκτρονιων, οι δυο
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                     κυματοσυναρτησεις ειναι  ισοδυναμες.

                      Κατα την εναλλαγη των δυο ηλεκτρονιων, 1 2↔ , η Ψ παραμενει ιδια.

                      Ομως, συμφωνα με την Αρχη του Pauli, οι συμμετρικες

                      κυματοσυναρτησεις συναρτησεις δεν επιτρεπεται να περιγραφουν

                       πολυηλεκτρονιακες καταστασεις. Συνεπως, η Ψ  δεν ειναι αποδεκτη.

3. Ερωτηση που αφορα στα διατομικα μορια. Χρησιμοποιει πληροφορια απο τις

       σημειωσεις (σελ 6-9), και το βιβλιο (Κεφ. 12). Επισης, σχετικα ειναι τα

        αποτελεσματα απο το προβλημα του αρμονικου ταλαντωτη.

      Α) Σημειωσεις

      Β)

1) Η μορφη του τυπου για την πιθανοτητα μεταβασης μεταξυ δυο

σταθερων  καταστασεων ειναι (σημειωσεις-διαλεξεις)

                  P = (γινομενο σταθερων)× 2
1 2| | | |Tψ ψ< >   , οπου Τ ειναι ο

       τελεστης που αφορα στο προβλημα. Στη παρουσα περιπτωση, Τ =

ηλεκτρονιακη διπολικη ροπη.

2)  Στη προσεγγιση Born-Oppenheimer, στην οποια βασιζεται η κατασκευη

των καμπυλων της ενεργειας, ( )Rε , οι εν λογω κυματοσυναρτησεις

γραφονται ως γινομενα συναρτησεων των ηλεκτρονιακων μεταβλητων

και της διαπυρηνικης αποστασης. Η συζευξη του ηλεκτρονιου με το

πεδιο αντιπροσωπευεται απο το στοιχειο πινακα με τις τον τελεστη και

τις ηλεκτρονιακες συναρτησεις. Δηλαδη, οπως γραφεται και στις

σημειωσεις, (για  Born-Oppenheimer – σελ. 6- και για Franck-Condon-

σελ. 24), η πιθανοτητα θα ειναι αναλογος του απολυτου τετραγωνου του

ολοκληρωματος επικαλυψης των πυρηνικων συναρτησεων,

1 2 2| ( ) | ( ) |R Rπυρ πυρ< Π Π >  που πολλαπλασιαζει το τετραγωνο του

ηλεκτρονιακου ολοκληρωματος με τον τελεστη r! .

Η απαντηση βασιζεται στο να γνωριζουμε που θα ειναι μελυτερο (κατα ταξη

μεγεθους) η ποσοτητα 1 2 2| ( ) | ( ) |R Rπυρ πυρ< Π Π > . Κανομε χρηση των

γνωσεων γυρω απο τις λυσεις του αρμονικου ταλαντωτη, (βλεπε το παρακατω

διαγραμμα 1 απο το βιβλιο των Serway et al- Συγχρονη Φυσικη, σελ. 184).

Οσο μεγαλωνει ο αριθμος ν, τοσο τα πλατη απλωνονται προς τα ακρα, διοτι

το συστημα γινεται πιο κλασσικο (Αρχη της Αντιστοιχιας). Επομενως, για το
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σωματιδιο σε διατομικο μοριο -ας πουμε περιπου σε αρμονικο ταλαντωτη- η

πιθανοτητα να ευρισκεται στα ακρα – σημεια επιστροφης- μεγαλωνει, ενω

μικραινει στο κεντρο. Ετσι, η επικαλυψη μεταξυ της |1, 0> και των μεγαλων ν

της |2> θα μεγιστοποιειται περιπου στη σχετικη θεση των καμπυλων που

σχεδιαζεται στο διαγραμμα 2.
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5.  Απο τις σημειωσεις και απο τις διαλεξεις.

    Α)   Η προσθεση του ηλεκτρονιου στο Η διδει την χαμηλοτερη ενεργειακα

διαταξη δυο ηλεκτρονιων 1s2 1S, οπως στη περιπτωση του He. Το ενα

ηλεκτρονιο εχει spin α και το  αλλο εχει spin β. Η αντιστοιχη χωρικη

κυματοσυναρτηση  στη μηδενικη προσεγγιση (απλο γινομενο ατομικων

τροχιακων) ειναι 1 2( , )r rΦ ! ! = 1 1 1 2( ) ( )s sr rϕ ϕ! ! .

     Β)   Πρεπει να λυθει η εξισωση ιδιοτιμων του Schrödinger

                             HΨ = ΕΨ

οπου Ψ ειναι η ακριβης ιδιοσυναρτηση, Ε ειναι η ακριβης ενεργεια και Η

ειναι ο τελεστης για τα δυο ηλεκτρονια  με Ζ = 1 (σε ατομικες μοναδες)

     Η =  
2

2

1

1
2 n

n=
− ∇∑

!
 - 

2

1

1

nn r=
∑  + 

1 2

1
| |r r−! !

         =  (υδρογονο)1 + (υδρογονο)2 + 
1 2

1
| |r r−! !

         ≡   1h  + 2h  + 
12

1
r

                                                                                (1)

Συνθηκη της θεωριας μεταβολων:

     Για μια δοκιμαστικη συναρτηση, εστω ψ" , που αντιπροσωπευει μια βασικη

κατασταση |ψ >  με ενεργεια Ε, ισχυει

                    E E≥"                                                                                         (2)

 οπου       | |
|

E ψ ψ
ψ ψ

< >=
< >

H" ""
" "

                                                                           (3)

(για  μη κανονικοποιημενη, εν γενει, ψ" ). Δηλαδη, η ελαχιστη δυνατη τιμη της

ενεργειας E" δεν μπορει να βρεθει κατω απο την ακριβη ενεργεια, Ε.  Αυτη η

συνθηκη επιτρεπει την βελτιστοποιηση δοκιμαστικων κυματοσυναρτησεων

δια των μεταβολων:

Εαν η ψ"  περιεχει παραμετρους, iα , γραμμικες η μη γραμμικες, στο ελαχιστο

ισχυει, για καθε iα ,

                   
i

E
α
∂
∂

"
 = 0                                                                                       (4)
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Γ) Με δεδομενη την μορφη της συναρτησης 1 ( )s rϕ ! , εχομε, σε ατομικες

μοναδες και για καθε Ζ, την συναρτηση για την μηδενικη προσεγγιση 1s2 1S,

          1 2( , )r rΦ ! ! = 1 231 Zr ZrZ e e
π

− −                                                               (2)

Εστω οτι το Ζ γραφεται ως παραμετρος μεταβολων, ζ. Τοτε η (2) παιρνει τη

δοκιμαστικη μορφη

           1 2( , )r rΦ ! !  =   1 231 r re eζ ζζ
π

− −                                                            (3)

Αφου καθενα απο τα δυο  ηλεκτρονια εμποδιζει το αλλο απο το να

‘αισθανεται’ το συνολικο φορτιο Ζ, περιμενομε οτι στη βελτιστη περιπτωση

ζ < Ζ. (Εαν η θωρακιση του ενος ηλεκτρονιου απο το αλλο ηταν τελεια, τοτε

το εξωτερικο ηλεκτρονιο θα εβλεπε φορτιο Ζ – 1).

      Για να αξιοποιησουμε το γεγονος της γνωστης λυσης του υδρονικου

ατομου, γραφομε τον Η (οπως στις διαλεξεις)

     Η  =   
2 2

2

1 1

1
2 n

nn n r
ζ
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 
− ∇ − 
  
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2
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12

1
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                              (4)

Το αθροισμα στις αγκυλες διδει την λυση για το αθροισμα δυο ανεξαρτητων

υδρογονικων ατομων στη κατασταση 1s με φορτιο ζ, ενα για καθε

ηλεκτρονιο. Δηλαδη, (σε ατομικες μοναδες), η αντιστοιχουσα ενεργεια ειναι

          Ε0 = - 
2

2
2
ζ×  = - 2ζ                                                                          (5)

Κανοντας χρηση των (3)- (5), η ολικη δοκιμαστικη ενεργεια διδεται απο

    E"  = < 1 2( , )r rΦ ! ! |Η| 1 2( , )r rΦ ! ! > ≡ <Φ|Η|Φ>

       =  - 2ζ  + (ζ – Ζ)
2 2

1

| |
n

nn
d

r
τ

=

Φ∑ ∫  + 
2

1 2
12

| | d d
r

τ τΦ
∫                                 (6)

οπου ndτ ειναι το στοιχειο ογκου για καθε ηλεκτρονιο του ατομου, n = 1, 2,

2 sind r drd dτ θ θ φ= .

     Υπολογισμος ολοκληρωματων:

   α)  <Φ|Φ> = 1                                                                                            (7)

    β)  
2

1
1

| | d
r

τΦ
∫  = 

2
2

2

| | d
r

τΦ
∫
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         =   
22

3 2

0 0 0

1 sinr re dr d d
r

π π
ζζ θ θ φ

π

∞
−∫ ∫ ∫   =  ζ                                         (8)

    γ)  
2

1 2
12

| | d d
r

τ τΦ
∫  = 5

8
ζ     (δοθηκε ως δεδομενο)                                     (9)

Επομενως,

     E"  = 2 52
8

Zζ ζ ζ− +                                                                                 (10)

Τωρα εφαρμοζομε την συνθηκη ελαχιστοποιησης (4) ως προς την παραμετρο

ζ :

       E
ζ

∂
∂

"
 = 0 = 52 2

8
Zζ − +                                                                           (11)

Δηλαδη η ελαχιστη τιμη της ενεργειας για την κυματοσυναρτηση που εχει την

μορφη της Φ (εξ. 3) ευρισκεται οταν

        5
16

Zζ = −                                                                                              (12)

και διδεται απο

        
25

16
E Z = − −  
"  ατομικες μοναδες (a.u)                                              (13)

Για το παρον προβλημα, Ζ = 1. Επομενως, E" (για Η-) = - 0.473 a.u.. Η

ενεργεια του ατομου του υδρογονου ειναι - 1
2

= 0.500 a.u., δηλαδη ευρισκεται

χαμηλοτερα. Αρα, σε αυτη την προσεγγιση, το αρνητικο ιον του υδρογονου,

Η- , δεν ειναι δεσμιο.


