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5η ΣΕΡΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ : Μεταβλητή μάζα – Στροφορμή - Στερεό σώμα
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Ε2. Ενας μετεωρολογικός δορυφόρος μάζας m κινείται με ταχύτητα v0 σε κυκλική τροχιά ακτίνας r0 γύρο από τη γη. Τα μετρητικά συστήματα του δορυφόρου έχουν καταστραφεί και η NASA θέλει να απαλλαγεί από τον δορυφόρο στέλνοντάς τον στο διάστημα μακρυά από την γήινη ατμόσφαιρα και εκτός του πεδίου βαρύτητας της γης. Για τον σκοπό αυτό εκτοξεύεται ακτινικά ένα βλήμα μάζας m με αρχική ταχύτητα v, συγκρούεται με τον δορυφόρο με ταχύτητα 3v0 και ενσωματώνεται με αυτόν δημιουργώντας ένα συσσωμάτωμα μάζας Μ=2m.

α) Εξηγήστε γιατί η στροφορμή L του συσσωματώματος ως προς το κέντρο της γης διατηρείται και υπολογίστε την τιμή της.

β) Χρησιμοποιήστε πολικές συντεταγμένες για να αποδείξετε ότι η ολική ενέργεια του συσσωματώματος δίνεται από τη σχέση :
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Περιγράψτε ποιοτικά τις δυνατές κινήσεις του συσσωματώματος.

γ) είναι αρκετή η ταχύτητα 3v0 του βλήματος ώστε το συσσωμάτωμα να διαφύγει από το πεδίο βαρύτητας της γης; Σε αυτή την περίπτωση τί είδους τροχιά θα ακολουθήσει; 

δ) για να ακολουθήσει παραβολική τροχιά πόση θα έπρεπε να είναι η αρχική ταχύτητα v του βλήματος;

Θεωρήστε ότι η γη είναι σφαιρική και έχει μάζα ΜΓ.

Ε3. Ενας κύλινδρος έχει ακτίνα βάσης R και ύψος Η. Αποτελείται από υλικό του οποίου η πυκνότητα μεταβάλλεται με την απόσταση r από τον άξονα του κυλίνδρου σύμφωνα με τη σχέση ρ=ρ0(1-r/R), όπου ρο είναι θετική σταθερά. 

α)  Να υπολογισθεί η μάζα Μ του κυλίνδρου

β) Να υπολογισθεί η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα του, συναρτήσει της μάζας Μ και της ακτίνας R.

γ)  Θεωρήστε ότι ο κύλινδρος περιστρέφεται χωρίς τριβές περί σταθερό οριζόντιο άξονα που ταυτίζεται με τον άξονά του, με γωνιακή ταχύτητα ω0. Τη χρονική στιγμή t=0, μια μικρή μάζα m με ταχύτητα v0 κτυπάει και κολλάει στην άκρη του κυλίνδρου, όπως στο σχήμα. Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα του συστήματος αμέσως μόλις κολλήσει η μάζα στον κύλινδρο.
δ)  Χρησιμοποιήστε τη σχέση dL/dt=N για να δείξετε ότι, όταν το σύστημα έχει περιστραφεί κατά γωνία θ, η γωνιακή του ταχύτητα ω2=(dθ/dt)2 είναι ανάλογη του (1-cosθ).

ε)  Πόση δύναμη ασκείται στη μάζα m από την «κόλληση», καθώς το σύστημα περιστρέφεται, για γωνία θ στο διάστημα (0, π/2). 
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Ε5. Δυο πίθηκοι Α και Β είναι κρεμασμένοι από τα δυο άκρα ενός σχοινιού, που περνάει από μια τροχαλία ακτίνας  R. Οι πίθηκοι βρίσκονται σε ίση απόσατση  L από την τροχαλία. Οι μάζες του σχοινιού και της τροχαλίας είναι αμελητέες. Οι πίθηκοι έχουν την ίδια μάζα, είναι αρχικά ακίνητοι και αρχίζουν ταυτόχρονα να αναρριχώνται με ταχύτητες  v και 3v, αντίστοιχα, ως προς το σχοινί. Εξετάζοντας την ολική στροφορμή των δυο πιθήκων ως προς το κέντρο της τροχαλίας βρείτε τις ταχύτητές τους ως προς αυτήν. Υπολογίστε τον χρόνο που χρειάζεται ο καθένας για να φτάσει στην τροχαλία.
Ε6. H γραμμική πυκνότητα (μάζα ανά μονάδα μήκους) μιας λεπτής ράβδου ΑΒ μήκους L, δίνεται από τη σχέση  [image: image5.png]
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 η απόσταση από το κέντρο Ο της ράβδου. 

(α) Να υπολογίσετε τη μάζα Μ της ράβδου, την απόσταση του κέντρου μάζας Κ της ράβδου από το Ο, καθώς και τη ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το Ο.

Η ράβδος μπορεί να περιστραφεί γύρω από οριζόντιο άξονα που περνάει από το κέντρο της Ο και είναι κάθετος σε αυτήν. Μια σημειακή μάζα m βρίσκεται αρχικά ακίνητη σε ύψος L/2 πάνω από το άκρο Β της ράβδου και  αφήνεται ελεύθερη να πέσει με μηδενική αρχική ταχύτητα. Τη χρονική στιγμή t=0, η ράβδος  είναι στιγμιαία ακίνητη σε οριζόντια θέση  και η μάζα συγκρούεται πλαστικά με το άκρο Β της ράβδου στο οποίο και σφηνώνεται.
(β) Υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα ω0 του συστήματος ράβδου και σημειακής μάζας αμέσως μετά την κρούση.

(γ) Δείξτε ότι κατά την κρούση η μισή κινητική ενέργεια της m μετατρέπεται σε θερμότητα.

(δ) Υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα του συστήματος ράβδου και σημειακής μάζας κατά την κίνηση που θα επακολουθήσει, ως  συνάρτηση της γωνίας  θ περιστροφής  του συστήματος.
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Ε7. Αλυσίδα με γραμμική πυκνότητα μάζας λ kg/m, βρίσκεται σωριασμένη στο έδαφος. Κατακόρυφη δύναμη F δρα στο ένα άκρο της αλυσίδας, ανυψώνοντάς την κατακόρυφα.  α) Να βρεθεί η δύναμη F που απαιτείται για να ανυψώσει την αλυσίδα με σταθερή ταχύτητα v. β) Να βρεθεί η δύναμη F που απαιτείται για να ανυψώσει την αλυσίδα με σταθερή επιτάχυνση γ προς τα πάνω, αν το άνω άκρο της αλυσίδας ξεκινά από το έδαφος με μηδενική αρχική ταχύτητα. γ) Υπολογίστε, συναρτήσει του ύψους y του άνω άκρου της αλυσίδας, και για τις δυο περιπτώσεις (α) και (β), το έργο W  που θα παραχθεί από τη δύναμη, την κινητική ενέργεια ΕΚ και τη δυναμική ενέργεια ΕΔ της αλυσίδας, καθώς και την απώλεια ενέργειας ως κλάσμα της ΕΚ. 
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Ε9. Σώμα με μάζα m ολισθαίνει γύρω από μια οριζόντια στεφάνη ακτίνας R υπό την επίδραση δύναμης τριβής 
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η αρχική ταχύτητα, να υπολογίσετε:

(α) Την ταχύτητα του σώματος ως συνάρτηση του χρόνου και να δείξετε ότι η στροφορμή του σώματος ως το κέντρο Ο της στεφάνης δίνεται από την έκφραση 
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(β) Την κεντρομόλο επιτάχυνση και να δείξετε ότι η κεντρομόλος δύναμη δεν επηρεάζει τη μεταβολή της στροφορμής.

Ε10. Μια σφαιρική σταγόνα από χαλάζι πέφτει κατακόρυφα στο πεδίο βαρύτητας. Λόγω στερεοποίησης υδρατμών στην επιφάνεια της σταγόνας, η ακτίνα της r αυξάνει με ρυθμό dr/dt = λr, όπου λ είναι μια θετική σταθερά. Η αρχική ακτίνα της σταγόνας είναι α και η αρχική της μάζα mo.

α) Υπολογίστε το ρυθμό μεταβολής της μάζας dm/dt καθώς και τη μάζα m της σταγόνας ως συνάρτηση του χρόνου t.

β) Υπολογίστε την ταχύτητα της σταγόνας συναρτήσει του χρόνου και δείξετε ότι τείνει προς μια οριακή τιμή ίση με g/3λ.
Ε11. Μια μπάλα μπιλιάρδου έχει μάζα Μ και ακτίνα R. Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης μεταξύ μπάλας και τσόχας είναι η. Η στέκα κτυπά τη μπάλα ώστε το Κ.Μ. της να αποκτήσει ταχύτητα v0 (η διεύθυνση της δύναμης που προκαλεί την κίνηση περνά από το Κ.Μ της μπάλας). Τριβή κύλισης δεν υπάρχει. Να βρεθούν α) η γωνιακή και η γραμμική επιτάχυνση της μπάλας αμέσως μετά το κτύπημα και β) ο χρόνος και το διάστημα μέχρι η μπάλα να σταματήσει να ολισθαίνει, δηλαδή να αποκτήσει καθαρή κύλιση (ροπή αδρανείας σφαίρας ως προς το κέντρο της Ι=(2/5)ΜR2.
Ε12. Η μάζα ενός γαλαξία μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι κατανεμημένη σε ένα επίπεδο με τέτοιο τρόπο ώστε η επιφανειακή πυκνότητα μάζας (μάζα ανά μονάδα επιφάνειας) να είναι ίση με 
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, όπου κ και α θετικές σταθερές και r η απόσταση από το κέντρο του γαλαξία. α) Βρείτε τη μάζα του γαλαξία ως συνάρτηση των κ και α. β) Βρείτε τη ροπή αδράνειας του γαλαξία ως προς άξονα κάθετο στο επίπεδό του που περνά από το κέντρο του (
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) . γ) Βρείτε τη ροπή αδρανείας ως προς άξονα που βρίσκεται στο επίπεδό του και περνά από το κέντρο του (εκφράστε τα β) και γ) συναρτήσει των α και Μ).
Ε13.  Αλυσίδα μάζας m και μήκους l βρίσκεται σωριασμένη στο χείλος ενός τραπεζιού.  Με μία μικρή ώθηση το ένα άκρο της αλυσίδας αρχίζει να πέφτει. Το κάθε τμήμα εγκαταλείπει το τραπέζι με ταχύτητα μηδέν αλλά μόλις βρεθεί στο κενό αποκτά την ταχύτητα της αλυσίδας που είναι ήδη σε κίνηση. (α) Πόση είναι η ταχύτητα της αλυσίδας όταν είναι στο κενό μήκος της ίσο με x; (β) Όταν βρεθεί στο κενό ολόκληρη η αλυσίδα τι ποσοστό από την αρχική δυναμική ενέργεια έχει μετατραπεί σε κινητική ενέργεια;
E14. Δίνεται κυκλικός δίσκος ακτίνας R και μάζας M ομοιόμορφα κατανεμημένης. Ο δίσκος περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0 περί άξονα που περνά από το κέντρο του και είναι κάθετος στο επίπεδό του. Τη χρονική στιγμή t=0 η μάζα του δίσκου είναι αρχίζει να αυξάνει γραμμικά με τον χρόνο με ρυθμό 
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, π.χ. λόγω βροχής που πέφτει ομοιόμορφα και κάθετα στο επίπεδο του δίσκου με αμελητέα ταχύτητα. Να διατυπωθεί και να λυθεί η εξίσωση κίνησης του δίσκου και να βρεθεί έτσι η γωνιακή του ταχύτητα ω(t).
Ε15. Αβαρής ράβδος μήκους D έχει τα δύο της άκρα στα σημεία (0,0) και (D,0). Στο άκρο της στο σημείο (0,0) υπάρχει σημειακή μάζα m στερεωμένη στη ράβδο.  Μια άλλη μάζα 2m κινείται ελεύθερη στην κατεύθυνση +y  με ταχύτητα V.  Την χρονική στιγμή t=0 φτάνει στο σημείο (D,0) και προσκολλάται στο ελεύθερο άκρο της ράβδου.  Οι δύο μάζες και η ράβδος κινούνται μετά ως ενιαίο σύνολο, στο επίπεδο xy, το οποίο είναι οριζόντια και λεία επιφάνεια. Στο σύστημα δεν ασκείται καμμιά εξωτερική δύναμη.

α) Βρείτε την θέση του κέντρου μάζας του συστήματος τη χρονική στιγμή t=0, την ολική ορμή του συστήματος, καθώς και την ταχύτητα RKM και τη θέση RKM του κέντρου μάζας του ως προς το σημείο (0,0) για t>0.

β) Βρείτε τις στροφορμές του συστήματος (1) ως προς την αρχή των αξόνων, LO, και (2) ως προς το κέντρο μάζας του, LKM. Εξηγήστε γιατί οι τιμές αυτές παραμένουν σταθερές.

γ) Από την στροφορμή του συστήματος ως προς το κέντρο μάζας του, LKM, και εξετάζοντας το σύστημα όπως το βλέπει ένας παρατηρητής που βρίσκεται στο κέντρο μάζας του και κινείται με αυτό χωρίς να περιστρέφεται, υπολογίστε την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ράβδου γύρω από το κέντρο μάζας του συστήματος.

δ) Περιγράψτε την κίνηση που εκτελεί το σύστημα μαζών και ράβδου. Επαληθεύστε ότι ισχύει η σχέση: 
LO=LKM + MολRKM x VKM ,

όπου Μολ=3m είναι η ολική μάζα του συστήματος.
ΟΙ ΣΗΜΕΙΩΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ Ε1, Ε3, Ε4, Ε6, Ε8, E9 και Ε13 ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΣΤΟ ΣΠΙΤΙ ΚΑΙ ΝΑ ΠΑΡΑΔΟΘΟΥΝ ΩΣ ΤΗΝ ΠΕΜΠΤΗ 14 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2015 
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