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Δ’ ΣΕΙΡΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ  (Έργο και Ενέργεια, Ταλαντώσεις)
Δ1.  Σωματίδιο μάζας m κινείται σε πεδίο  δυναμικής ενέργειας τύπου Higgs U(x) = λx4 - μ2x2, όπου λ και μ είναι θετικές σταθερές. (α) Να παρασταθεί γραφικά η δυναμική ενέργεια U(x). Να προσδιορισθούν τα σημεία τομής με τον οριζόντιο άξονα και τα ακρότατα. Τί είδους ισορροπία έχουμε σε κάθε ακρότατο; 
(β) Έστω ότι το σωματίδιο αφήνεται στη θέση 
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 χωρίς αρχική ταχύτητα. Να περιγράψετε την κίνηση που θα ακολουθήσει (όρια κίνησης, μέγιστο της ταχύτητας, θέση όπου η ταχύτητα γίνεται μέγιστη). (γ) Αν υποθέσουμε ότι η ταλάντωση στην ερώτηση β) είναι μικρή, να υπολογίσετε προσεγγιστικά τη συχνότητά της.
Δ2. Η δυναμική ενέργεια ενός διατομικού μορίου είναι ίση με   
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,  όπου  r  είναι η απόσταση μεταξύ των δύο ατόμων και  D  και  b  είναι θετικές σταθερές. Το ένα άτομο παραμένει ακίνητο στη θέση  
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(α)  Σχεδιάστε τη συνάρτηση  U(r).   

(β)  Βρείτε τη δύναμη που ασκείται στο ελεύθερο άτομο. Εξηγήστε πού είναι η δύναμη ελκτική, μηδενική, απωστική.   

(γ)  Το ελεύθερο άτομο κρατείται στη θέση  r = 3b/2  και αφήνεται να κινηθεί, με μηδενική αρχική ταχύτητα. Βρείτε τη μέγιστη ταχύτητα που θα αποκτήσει. Περιγράψετε την κίνηση που θα επακολουθήσει.   

(δ) Αν τα δύο άτομα απομακρυνθούν σε απόσταση  x  το ένα από το άλλο και αφεθούν ελεύθερα με μηδενικές ταχύτητες, για ποιες τιμές του  x  θα διασπασθεί το μόριο;

(ε) Για μικρές απομακρύνσεις περί το σημείο ισορροπίας r = 2b να δείξετε ότι το μόριο θα κάνει αρμονική ταλάντωση και να υπολογίσετε τη γωνιακή συχνότητα της ταλάντωσης.
Δ3. Η δύναμη που ασκείται πάνω σε ένα σώμα είναι (σε Ν όταν τα μήκη είναι σε m)  
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. Να αποδείξετε ότι η δύναμη είναι διατηρητική. Θεωρώντας ότι είναι 
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, να δείξετε ότι η δυναμική ενέργεια του σώματος είναι 
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	Δ4.  Θεωρήστε τις δυνάμεις F1= (x, y, 0) και F2= (y, -x, 0): α) Να υπολογίσετε, για κάθε μία, το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του F .dr  από το σημείο (0,0,0) στο σημείο (1,1,0),  κατά μήκος των δύο διαφορετικών διαδρομών C1 και C2. β) Με βάση τα αποτελέσματα του ερωτήματος (α), ποια δύναμη είναι διατηρητική και ποια είναι μη-διατηρητική; γ) Για ποιο από τα δύο συμπεράσματα του ερωτήματος (β), η απόδειξη, μέσω των αποτελεσμάτων του (α), είναι επαρκής (πλήρης) και για ποιο όχι. δ) Για το δεύτερο συμπέρασμα του ερωτήματος (γ), ποια είναι η πλήρης απόδειξη;
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Δ5. Ένα σώμα μάζας m κινείται σε μία διάσταση (πάνω στον άξονα x) υπό την επίδραση της δύναμης  F(x)=-kx+kx2/a, όπου  k και a είναι θετικές σταθερές.  
(α) Ποιά είναι η συνάρτηση της δυναμικής ενέργειας U(x) του σώματος, αν U(0)=0;
(β) Να σχεδιασθεί πρόχειρα η U(x) και να βρεθούν τα σημεία ισορροπίας του σώματος καθώς και το είδος ισορροπίας στο καθένα.

(γ) Αν το σώμα ξεκινήσει από τη θέση x=-a με μηδενική αρχική ταχύτητα, υπολογίστε με πόση ταχύτητα θα περάσει από τη θέση όπου η δυναμική του ενέργεια είναι μέγιστη.

(δ) Ποιά είναι η ενέργεια διαφυγής του σώματος από τη θέση x=0; 
Δ6.   Προκειμένου να ανεβάσουμε σώμα μάζας m, από το οριζόντιο επίπεδο ΑΒ στο οριζόντιο επίπεδο ΓΔ, (τα οποία απέχουν κατακόρυφη απόσταση Η και οριζόντια απόσταση L), μπορούμε να το σπρώξουμε, είτε κατά μήκος κεκλιμένου επιπέδου ΑΕΓ, είτε κατά μήκος κυκλικού τόξου ΑΖΓ, το οποίο γράφεται με κέντρο Κ, (που προκύπτει από την τομή της ΚΑ(ΑΒ με την ΚΕ η οποία είναι μεσοκάθετος στο ΑΓ), και ακτίνα R=(L2+H2)/2H. Και οι δύο 
διαδρομές έχουν τον ίδιο συντελεστή κινητικής τριβής μ.
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α) Να υπολογίσετε το συνολικό έργο που παράγει η δύναμη που εφαρμόζουμε στο σώμα κατά την διαδρομή ΑΕΓ. β) Να υπολογίσετε το συνολικό έργο που παράγει η δύναμη που εφαρμόζουμε στο σώμα κατά την διαδρομή ΑΖΓ. γ) Να εκφράσετε τα συνολικά έργα των ερωτημάτων (α) και (β) συναρτήσει των m, g, μ, H και L, και να τα συγκρίνετε. δ) Είναι η τριβή διατηρητική δύναμη; Εξηγήστε.

	
	


Δ7.  Δίδονται τα διανυσματικά πεδία: F1=(x-y, y-x, 0), και F2=(x2y, y2x, 0). α) Να βρείτε ποιό από τα δύο πεδία μπορεί να παριστάνει διατηρητική δύναμη και ποιό όχι. β) Για εκείνο από τα δύο πεδία, που μπορεί να παριστάνει διατηρητική δύναμη, να υπολογιστεί η συνάρτηση δυναμικής ενέργειας, U=U(x,y,z), από την οποία αυτό προέρχεται, θεωρώντας ως σημείο αναφοράς (μηδενικής δυναμικής ενέργειας) το σημείο (x=0, y=0, z=0). 
Δ8. Υπολογίστε το έργο της δύναμης 
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 από το σημείο Α=(0,0,0) στο σημείο Β=(1,1,1) κατά μήκος της διαδρομής 
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Δ9.  Σώμα μάζας m κινείται υπό την επίδραση της δύναμης 
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 όπου b,ω σταθερές. Βρείτε το έργο της δύναμης σε χρόνο t εάν το σώμα ξεκινάει από την ηρεμία.

Δ10. Δυο άτομα που αποτελούν ένα σταθερό μόριο έχουν δυναμική ενέργεια U(r)=1/2c(r-r0)2, όπου r η απόσταση μεταξύ των δυο ατόμων και  r0 η απόστασή τους στη θέση ισορροπίας. α) Να δειχθεί ότι τα δυο άτομα εκτελούν αρμονική ταλάντωση με κυκλική συχνότητα ω0=
[image: image13.wmf]m
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, όπου μ η ανηγμένη μάζα του συστήματος. β) Από φασματοσκοπικές μετρήσεις είναι γνωστό ότι οι θεμελιώδεις κυκλικές συχνότητες ταλάντωσης των μορίων HF και HCl  είναι ω0(HF)=7.55x1014 rad/s  και ω0(HCl)= 5.47x1014 rad/s. Να υπολογισθούν οι σταθερές c(HF) και c(HCl). 

Δ11. Σωματίδιο μάζας m κινείται κατά μήκος του άξονα θετικού άξονα x υπό την επίδραση μιας σταθερής ελκτικής δύναμης  F1 και μιας απωστικής δύναμης F2/x2. 

(α) Υπολογίστε τη συνάρτηση δυναμικής ενέργειας U(x) και σχεδιάστε την πρόχειρα.

(β) Δείξτε ότι υπάρχει θέση ευσταθούς ισορροπίας και υπολογίστε τη συχνότητα ταλάντωσης για μικρές μετακινήσεις γύρω από αυτήν.

(γ) Εαν το σωματίδιο αποκτήσει μέγιστη κινητική ενέργεια 
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υπολογίστε την ταχύτητα ως συνάρτηση της θέσης x. Σχεδιάστε πρόχειρα στο ίδιο διάγραμμα την ολική ενέργεια, την κινητική ενέργεια και τη δυναμική ενέργεια, ως συνάρτηση του x. 

Δ12. Σωματίδιο μάζας m υφίσταται ταυτόχρονα την επίδραση δύο κεντρικών δυναμικών, U1=a/r2 και U2=br, όπου a, b θετικές σταθερές. α) Υπολογίστε την δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο. β) Δείξτε ότι υπάρχει απόσταση ευσταθούς ισορροπίας r0 και υπολογίστε την τιμή της. γ) Υπολογίστε την  συχνότητα ταλάντωσης για μικρές ακτινικές διαταραχές γύρω από την θέση ισορροπίας. δ) Αν οι a,b είναι ελεγχόμενες, πώς μπορούμε να διπλασιάσουμε την συχνότητα ταλάντωσης, γύρω από την ίδια απόσταση ευσταθούς ισορροπίας.
Δ13.  Ενα σωματίδιο μάζας m κινείται σε πεδίο του οποίου η δυναμική ενέργεια δίνεται από τη σχέση  
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,όπου τα U0 και r0 είναι θετικές σταθερές και το r > 0 είναι η απόσταση του σωματιδίου από ένα σταθερό σημείο Ο. 

α) Υπολογίστε τη δύναμη 
[image: image16.wmf]F

. 
β) Σχεδιάστε την καμπύλη δυναμικής ενέργειας και δείξτε ότι υπάρχει σημείο ευσταθούς ισορροπίας όταν το σωματίδιο κάνει μόνο ακτινική κίνηση.

γ) Αν το σωματίδιο αφεθεί ελεύθερο από μία θέση r=r0/2, βρείτε τα όρια της κίνησής του και τη σχέση υπολογισμού του χρόνου επιστροφής του στο σημείο  r0/2.

δ) Αν το σωματίδιο  μετατοπισθεί κατά  μικρή απόσταση από τη θέση ισορροπίας, να δείξετε ότι θα εκτελέσει απλή αρμονική ταλάντωση και να υπολογίσετε την συχνότητά της. 
Δ14. Σημειακή μάζα m κινείται στο επίπεδο (x, y). Η δυναμική της ενέργεια είναι 
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, όπου α και β είναι θετικές σταθερές. 

(α) Να βρεθεί η δύναμη που ασκείται πάνω στη μάζα m.

(β) Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιείται από τα α κα β για να είναι η δύναμη κεντρική;
(γ) Αν το σώμα είναι ακίνητο στη θέση y=0, x=x0 και αφεθεί ελεύθερο την χρονική στιγμή t=0, να βρεθεί  το διάνυσμα θέσης r του σώματος σαν συνάρτηση του χρόνου, η ταχύτητα v, η κινητική ενέργεια K και η ολική του ενέργεια E.
Δ15.  Ένας στερεός κύλινδρος με μάζα Μ και εμβαδό βάσης S κρέμεται από ελατήριο σταθεράς k. Ένα τμήμα του κυλίνδρου βρίσκεται βυθισμένο μέσα σε υγρό με ειδικό βάρος ε. Υπολογίστε την περίοδο μικρών κάθετων ταλαντώσεων. (Αγνοείστε τις τριβές)
Δ16.  (α) Δείξτε ότι εάν η δυναμική ενέργεια είναι συνάρτηση του r όπου 
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 δηλαδή U=U(r) τότε η δύναμη δίνεται από την σχέση  
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(β) Εάν η δύναμη δίνεται από την σχέση 
[image: image20.wmf]Ff
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 δείξτε ότι ισχύει πάντα 
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Δ17.  Μάζα m είναι συνδεδεμένη με ελατήριο σταθεράς k και εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση χωρίς τριβές. Η κίνηση της μάζας δίνεται από τη σχέση 
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 για τιμές του χρόνου t < τ. Για t > τ εφαρμόζεται η σταθερή δύναμη F0, όπου F0 > 0. (α) Βρείτε την κίνηση του ταλαντωτή για t > τ. (β) Βρείτε το πλάτος της ταλάντωσης για t > τ.
Δ18.  Δύο ίσες μάζες mA=mB=m βρίσκονται στα άκρα ενός ελατηρίου του οποίου η σταθερά είναι k. Οι μάζες είναι αρχικά ακίνητες πάνω σε οριζόντια επιφάνεια και απέχουν η μία από την άλλη απόσταση ίση με το φυσικό μήκος του ελατηρίου. Τη χρονική στιγμή t=0 ασκείται δύναμη 
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 πάνω στη μάζα Β κατά μήκος της ευθείας γραμμής που ενώνει τις δύο μάζες. (α) Διατυπώστε τις εξισώσεις κίνησης για τις μετατοπίσεις xA, xB των δύο μαζών. (β) Ορίζοντας τις κανονικές συντεταγμένες x1 = xA + xB, x2 = xA - xB  για το σύστημα λύστε τις διαφορικές εξισώσεις που προκύπτουν και βρείτε τα xA(t) και xB(t).
Δ19.  Σωματίδιο μάζας  m  βρίσκεται σε πεδίο δυνάμεων και το διάνυσμα θέσης του είναι: 

         (αcos(ωt), bsin(ωt), 0), όπου τα  α, b και ω είναι θετικές σταθερές. 

      (α) Να δείξετε ότι το σωματίδιο εκτελεί ελλειπτική τροχιά. 

      (β) Να δείξετε ότι οι συνιστώσες της δύναμης που απαιτείται για να διαγράφεται μια τέτοια τροχιά δίνεται από τις σχέσεις:

                                                    
[image: image24.wmf]x

m

F

x

2

w

-

=

,  
[image: image25.wmf]2

y

Fmy

w

=-

, 
[image: image26.wmf]0

=

z

F


       (γ) Να εξετάσετε αν αυτό το πεδίο δυνάμεων είναι αστρόβιλο.

(δ) Αν το πεδίο είναι αστρόβιλο, υπολογίστε την αντίστοιχη δυναμική ενέργεια 
[image: image27.wmf](,,)
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, χρησιμοποιώντας ένα κατάλληλο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα και υποθέτοντας ότι 
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Δ20. Σώμα μάζας m αναρτάται από ελατήριο, οπότε, σε κατάσταση ηρεμίας, το συνολικό μήκος του ελατηρίου είναι διπλάσιο του φυσικού του μήκους. Το σύστημα μπορεί να εκτελέσει ταλαντώσεις μικρού πλάτους είτε στην οριζόντια είτε στην κατακόρυφη διεύθυνση. (α) Να υπολογισθεί ο λόγος των συχνοτήτων των ταλαντώσεων αυτών. (β) Βρείτε τη μάζα M, σε σχέση με την m, που πρέπει να αναρτηθεί από το ανωτέρω ελατήριο ώστε ο λόγος των δύο συχνοτήτων να είναι 2;
Δ21. Σημειακή μάζα 
[image: image29.wmf]m

 είναι συνδεδεμένη σε ακλόνητο στήριγμα με ελατήριο σταθεράς 
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 και μηχανισμό που ασκεί τριβή της μορφής 
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 τέτοιο ώστε να έχουμε κρίσιμη απόσβεση. Το σύστημα ξεκινά την κίνησή του την χρονική στιγμή 
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, με αρχική απομάκρυνση 
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 και αρχική ταχύτητα 
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. (α) Δείξτε ότι το σύστημα, πριν ηρεμήσει (για 
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), μπορεί να περάσει το πολύ μία φορά από την θέση ισορροπίας, 
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, υπό την προϋπόθεση ότι η αρχική απομάκρυνση 
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 και η αρχική ταχύτητα 
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 ικανοποιούν μία ορισμένη σχέση. (β) Στην περίπτωση που 
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: η φυσική συχνότητα ταλάντωσης του συστήματος αν δεν υπήρχαν τριβές, δείξτε ότι το σύστημα διέρχεται από την θέση ισορροπίας την χρονική στιγμή 
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, και υπολογίστε την ταχύτητα διέλευσης. (γ) Τι ποσοστό της αρχικής ενέργειας του συστήματος έχει απορροφηθεί από την τριβή, μέχρι τη χρονική στιγμή 
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Δ22. Το καλώδιο ενός ανελκυστήρα μάζας Μ = 1920 kg σπάει ενώ το δάπεδο του ανελκυστήρα είναι σε ύψος h0 = 6 m πάνω από το έδαφος και 4m πάνω από ένα ελατήριο σταθεράς k = 70000N/m. Ο μηχανισμός ασφαλείας του ανελκυστήρα ενεργοποιείται όποτε υπάρχει πρόβλημα με το καλώδιο και προκαλεί μέγιστη τριβή Fτρ = 5000 Ν με τις ράγες στα πλαϊνά τοιχώματα. Μέσα στον ανελκυστήρα βρίσκεται άνθρωπος μάζας mα = 80 kg που στέκεται πάνω σε ζυγαριά που μετράει δυνάμεις. 

α) Με ποια ταχύτητα φτάνει ο ανελκυστήρας στο ελατήριο;

β) Ποια είναι η μέγιστη συμπίεση του ελατηρίου;

γ) Δώστε την γραφική παράσταση της ένδειξης της ζυγαριάς ως συνάρτηση του ύψους του δαπέδου του ανελκυστήρα από την αρχική θέση του σχήματος έως την μέγιστη πρώτη συμπίεση του ελατηρίου., 
δ) Μετά την συμπίεση ακολουθεί εκτόνωση του ελατηρίου που προκαλεί αναπήδηση του ανελκυστήρα. Υποθέτοντας ότι ο ανελκυστήρας δεν κολλάει στο ελατήριο, βρείτε το μέγιστο ύψος που φθάνει το δάπεδο του ανελκυστήρα στην πρώτη αναπήδηση.

ε) Βρείτε το ύψος στο οποίο θα ισορροπήσει τελικά ο ανελκυστήρας μετά από διαδοχικές συμπιέσεις και εκτονώσεις.

ΝΑ ΠΑΡΑΔΟΘΟΥΝ ΟΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Δ1 , Δ3, Δ8, Δ12, Δ17,  Δ19, Δ22  ΩΣ ΤΙΣ 16/12/2015.
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