
ΤΕΜΦΕ 5ο Εξάµηνο   
Αριθµητική Ανάλυση ΙI και Εργαστήριο 
2o Εργαστήριο και Πρακτική Εξάσκηση 
Μία άµεση µέθοδος Runge Kutta (RK) λύνει αριθµητικά το πρόβληµα  αρχικών τιµών µε βάση τον ακόλουθο 
τύπο: 
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Ο αριθµός s αποτελεί τον αριθµό σταδίων της µεθόδου και το βήµα της µεθόδου µπορεί να είναι σταθερό ή να 
αλλάζει σε κάθε βήµα σύµφωνα µε κάποιον µηχανισµό ελέγχου του σφάλµατος της µεθόδου. Για λόγους 
οικονοµίας οι συντελεστές της µεθόδου µπορούν να παρουσιαστούν µε ένα butcher tableau:  
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όπου στην περίπτωση των άµεσων µεθόδων ο πίνακας A είναι αυστηρά κάτω τριγωνικός. Για µία τέτοια µέθοδο 
ορίζουµε το ολικό σφάλµα αποκοπής σε ένα σηµείο της διαµέρισης της λύσης της µεθόδου ως την ποσότητα που 
αποτυγχάνει η µέθοδος ικανοποιήσει την πραγµατική λύση του προβλήµατος στο σηµείο αυτό: 

1 1 1( )n n nGE y y x+ + += − . 
Και το τοπικό σφάλµα αποκοπής σε ένα σηµείο της διαµέρισης της λύσης της µεθόδου ως την ποσότητα που 
αποτυγχάνει ικανοποιήσει την πραγµατική λύση του προβλήµατος στο σηµείο αυτό όταν θεωρηθεί ότι η 
προσέγγιση στο προηγούµενο βήµα της διαµέρισης ικανοποιεί τη λύση ακριβώς: 

1 1n n nLTE y y 1+ + += − %  
όπου:  

ία µέθοδος RK λέµε ότι έχει τάξη p όταν για το τοπικό σφάλµα αποκοπής ισχύει όπου όταν 
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η µέθοδος εφαρµόζεται µε µεταβλητό βήµα ( )maxn nh h= . Αυτό σηµαίνει ότι γι ης p ισχύει α µία µέθοδο τάξ
1pLTE K h +≤ ⋅ , όπου το K είναι σταθερά υ s. Όταν η µέθοδος είναι τάξης p τότε  για το ολικό 

ισχύει ( )pGE O h= . 

A. Μέθοδος τεσσάρων στ ς  

1n+
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τάξης σταθερού βήµατος (rk4.m) 
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function [tout, yout] = rk4(FunFcn,t0,tfinal,step,y0) 
% rk4.m Costant Stepsize 4 step order 4  
% Initialization 
ceta = [1/2  1/2  1]'; 

    0     0    ] 

y0(:);f = y*zeros(1,stages);tout = t;yout = y.'; 

> 1e-6  
 tfinal - t; end 

 

 
Fcn, t+ceta(j)*step, y+step*f*alpha(:,j)); 

+ step; 
f*beta(:,1); 

]; 

alpha  = [ [ 1/2      0  
          [   0      1/2      0    0    ] 
          [   0       0       1   0    ]]'; 
beta =  [1/6  1/3 1/3 1/6 ]'; 
stages=4; 
t = t0; y = 
% The main loop 
while abs(t- tfinal)
   if t + step > tfinal, step =
  % Compute the slopes      
    temp = feval(FunFcn,t,y);
    f(:,1) = temp(:); 
    for j = 1:stages-1
      temp = feval(Fun
      f(:,j+1) = temp(:); 
    end 
    t = t 
    y = y + step*
    tout = [tout; t]; 
    yout = [yout; y.'
end; 



Για την εφαρµογή των µεθόδων RK µε µεταβλητό βήµα χρειαζόµαστε ένα ζεύγος µεθόδων RK. Η µία έχει τάξη p 
αι συνήθως η δεύτερη τάξη p-1. Οι µέθοδοι αυτοί έχουν τα ίδια a,c αλλά διαφορετικά c. Έτσι σε κάθε βήµα τα 
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σηµείο της διαµέρισης. 
 

 
 
 

 
Σ ε µια 
π φάλµατος  

 
Έχοντας θέσει µια ανοχή TOL, κάνουµε 

όταν 1n TOLδ + .  <=
 Τότε το 

µα 
ου 
ό 

ο: 
 περίπτωση

επόµενο βή
της µεθόδ
δίνεται απ

πτον τύ
Στην  που 1n TOLδ + > , το 
βήµα δ
νέου τους υπο
µικρό  βήµα π
τον παραπάνω τύπ
Β. Ζεύγος µεθό

εν γίνεται 
λ  νέο 

τερο

δ
) (rkf4

σεις σ
eta ο
λη χω

πρώτο στ
alpha υ 
κύπτ
ψη τη  
ι πά  τον 

ανάστροφ
3. Στον κώδ

βήµατος 
ανάστροφ

 µ τος 
η ει ως 

εία 
τερ

φοράς
4. Οι τύποι

υλοποιού
πινάκων.

5. Για να αλ
κα α

beta, ceta, stages και pow (για 
δι ύ 

βήµατος)
 

i 1
1

1

si

kahyhcxfk
i

j
jjinnnini

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++= ∑

−

=

∑+ +=
s

iinnn kbhyy 1

( ),1 yxfk nn=

δεκτό και  κάνουµε εκ 
ογισµούς µε ένα
ου δίνεται επίσης από 
ο. 
ων έξι σταδίων 

τάξεων 5(4
βήµατος.   
Παρατηρή

1. Το c
στή

5.m) µεταβλητού 

τους κώδικες: 
ρίζεται ως διάνυσµα 
ρίς να περιέχει το 
οιχείο του c. 

2.  To 
προ
υπό
Α κα

κώδικα
ώτ

 είναι ο πίνακας πο
ει αν δεν λάβουµε 
ν πρώτη γραµµή του
ρουµε
ο. 
ικα σταθερού 
το beta είναι ο 
ος του b, ενώ στον 
εταβλητού βήµα

η πρ
στοιχ
η δεύ
δια

κώδι

τον κώ

 τους στήλη έχ
τα στοιχεία του b και 
η τα στοιχεία της 
 .ˆb b−  

 της µεθόδου RK 
νται ως γινόµενα 
 
λάξετε µέθοδο στων 

ε τα alpha, λλάζετ

κα µεταβλητο
. 

=

.,...,3,2

, ˆ

T

T

c A
b

b

,8.0 TOLh ⎪
⎬

⎪
⎨

1

1
1

n
nn

⎪⎭⎪⎩ +
+ δ

p⎫⎧
h ⋅

1
1

ˆˆ
s

n n n i i
i

y y h b k+
=

= + ∑
function [tout, yout] = frk45(FunFcn, t0, tfinal, y0, tol,trace) 
% frk45.m Integrate a system of ordinary differential equations using 

rmulas.  Variable stepsize 

a = [ [    1      0      0     0      0    0]/4 
 [    3      9      0     0      0    0]/32 

7200   7296     0      0    0]/2197 
 -32832  29440  -845      0    0]/4104 

-28352  9295  -5643    0]/20
3664  3855735  -1371249  277020]/7618050 

70    -15048  -273

% 4th and 5th order Runge-Kutta fo
% The Fehlberg coefficients: 
ceta = [1/4  3/8  12/13  1  1/2]'; 
alph
         
          [ 1932  -
          [ 8341
          [-6080  41040 

1n n nδ + =
1

n j j j
j=

ˆ( )h b b k−∑
s

ˆy y= −

520 ]'; 
beta = [ [902880  0  395
          [ -2090  0    22528    219 60]/752400 ]'; 
pow = 1/5; stages=6; 
if nargin < 6, trace = 0; end 
if nargin < 5, tol = 1.e-6; end 

 Initialization 
0;hmax = (tfinal - t)/5;hmin = (tfinal - t)/2000

h = (tfinal - t)/100; y = y0(:);f = y*zeros(1,stages

while abs(t- tfinal)> 1e-6  & (h >= hmin) 
  if t + h > tfinal, h = tfinal - t; end 

e slopes 
feval(FunFcn,t,y); f(:,1) = temp(:); 

  for j = 1:stages-1 
nFcn, t+ceta(j)*h, y+h*f*alpha

    f(:,j+1) = temp(:); 

  % Estimate the error and the acceptable error 
  delta = norm(h*f*beta(:,2),'inf'); 

(y,'inf'),1.0); 
ate the solution only if the error is acceptable 
 <= tau 

      y = y + h*f*beta(:,1); 
      tout = [tout; t]; 
      yout = [yout; y.']; 
    end 
    if trace, home, t, h, y, end 
    % Update the step size 

f delta ~= 0.0 
       h = min(hmax, 0.8*h*(tau/delta)^pow); 
    end 

if (t < tfinal) 
  disp('SINGULARITY LIKELY.');  t 
end 

%
t = t

=

0; 
); 

ol * max(norm(y, 'inf'), 1); tout = t; yout = y.'; tau = t
if trace,  clc, t, h, y, end 
% The main loop 

  % Compute th
  temp = 

    temp = feval(Fu (:,j)); 

  end 

  tau = tol*max(norm
  % Upd
   if delta
      t = t + h; 

    i

end; 
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γνωστά προβλήµατα:  
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1. Να γραφεί οδηγό πρόγραµµα (script) µε όνοµα run21p0.m το οποίο να λύνει το πρόβληµα 0 µε 
τη µέθοδο Euler, µε τη µέθοδο Improved Euler και µε τη µέθοδο τετάρτης τάξης στο διάστηµα 
[0,3] µε βήµα h=0.1 και να εµφανίζει στο ίδιο γράφηµα τη γραφική παράσταση και των τριών 
αριθµητικών λύσεων στα σηµεία της διαµέρισης σε ένα γράφηµα όπως και το γράφηµα της 

τικής λύσης για  (πλάτους 0.01 της λύσης. Από το γράφη  γίνεται 
 ποια µέθοδος είναι  όσο αφορά . Παρατήρηση: Το ερώτηµα είναι 

παρόµοιο µε το ερώτηµα 5 του Εργαστηρίου 1 (run03.m). Τώρα έχουµε τρεις προσεγγιστικές 
. [tou1,yout1], [tout2,yout2], [tou3,yout3] και µία πραγµατική [tout4,f0true(tout4)] όπου 
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Τα ερωτήµατα

πραγµα µία πυκνή ) διαµέριση µα
φανερό  καλύτερη  το σφάλµα

λύσεις π.χ
tout4=t0:0.01:tfinal.  

2. Να γραφεί οδηγό πρόγραµµα (script) µε όνοµα run22p0.m το οποίο να λύνει το πρόβληµα 0 µε 
τη µέθοδο Euler, µε τη µέθοδο Improved Euler και µε τη µέθοδο τετάρτης τάξης στο διάστηµα 
[0,3] µε βήµα h=0.1 και να υπολογίζει για καθεµία από τις τρεις προσεγγιστικές µεθόδους το 
απόλυτο σφάλµα στα σηµεία της διαµέρισης. Στη συνέχεια να παρουσιάζει γραφικά τα πόσα 
δεκαδικά ψηφία ακρίβεια επιτυγχάνει η κάθε µέθοδος σε κάθε σηµείο της διαµέρισης. 
Παρατηρήστε τη διαφορά στην ακρίβεια που επιτυγχάνει η κάθε µέθοδος. Παρατήρηση: Το 
ερώτηµα είναι παρόµοιο µε το ερώτηµα 6 του Εργαστηρίου 1 (run04.m), θα πρέπει να λάβετε 
υπόψη και τα όσα κάνατε στο προηγούµενο ερώτηµα. 

3. Να γραφεί οδηγό πρόγραµµα (script) µε όνοµα run23p0.m το οποίο να λύνει το πρόβληµα 0 µε 
το ζεύγος µεθόδων 5(4) στο διάστηµα [0,8] µε παράµετρο ανοχής TOL=10-4. Τρέξτε το ίδιο 
πρόγραµµα για TOL=10-5 και για TOL=10-6 και παρατηρήστε ότι όσο µικραίνει η ανοχή TOL 
τόσο πιο πυκνά είναι τα σηµεία της διαµέρισης. Επίσης παρατηρήστε ότι σε οµαλά σηµεία της 
λύσης η µέθοδος παίρνει µεγαλύτερα βήµατα από ότι όταν η λύση έχει µεγάλες µεταβολές. 
Παρατήρηση: Στο πρόγραµµα δεν ορίζετε τιµή για το βήµα h αλλά για την παράµετρο TOL.   
Να γραφεί οδηγό πρόγραµµα (script) µε όνοµα run24p0.m το οποίο να λύνει το πρόβληµα 0 µε 
το ζεύγος µεθόδων 5(4) στο διάστηµα [0,5] για τρεις τιµές της παραµέτρου ανοχής TOL=10-4, 

-5 -6TOL=10  και για TOL=10  και να υπολογίζει για καθεµία από τις τιµές της παραµέτρου ανοχής 
TOL µεθόδους το απόλυτο σφάλµα στα σηµεία της διαµέρισης. Στη συνέχεια να παρουσιάζει 
γραφικά, σε ένα γράφηµα, τα πόσα δεκαδικά ψηφία ακρίβεια επιτυγχάνει η προσέγγιση σε κάθε 
σηµείο της διαµέρισης για καθεµία από τις τιµές της παραµέτρου ανοχής TOL. Παρατηρήστε ότι 
όσο µικραίνει η ανοχή TOL τόσο πιο ακριβείς προσεγγίσεις επιτυγχάνουµε. Παρατήρηση: Το 
ερώτηµα είναι παρόµοιο µε το ερώτηµα 6 του Εργαστηρίου 1 ή το Ερώτηµα 2 του εργαστηρίου 
2. 

χρόνος το επιτρέψει κάντε τα παραπάνω ερωτήµατα για το πρόβληµα 1 και για το 
ηµα 2 (σύστηµα) αλλάζοντας τα ονόµατα  των scripts. Για το πρόβληµα 2 κάντε 
στά γράφηµα για καθεµία από τις συνιστώσες της  λύσης. Χρησιµοποιήστε τη subplot 
 εµφανίζονται στο ίδιο παράθυρο και προσέξτε πως θα χρησιµοποιήσετε τα διάφορα 
µατα. 


